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1 题目

1.1 符号说明

对常微分方程
dy

dx
= f(x, y)，两边在区间 [xn−p, x[n + 1]] 上积分得 y(xn+1) = y(xn−p) +∫ xn+1

xn−p

f(x, y) dx。我们用数值积分来近似

∫ xn+1

xn−p

f(x, y) dx，从而构造线性多步格式。

格式中有两个控制量 p和 q，其中 p控制积分区间，q控制插值节点，若用积分节点 {xn, xn−1,

· · · , xn−q} 近似计算
∫ xn+1

xn−p

f(x, y) dx，得到显式公式 yn+1 = yn−p +

q∑
j=0

βjf(xn−j , yn−j)；若

用积分节点 {xn+1, xn, · · · , xn+1−q} 近似计算
∫ xn+1

xn−p

f(x, y) dx，得到隐式公式 yn+1 = yn−p +

q−1∑
j=−1

βjf(xn−j , yn−j)

更一般地，一个 k + 1步的线性多步格式具有如下形式：

yn+1 =
k∑

i=0

αiyn−i +
k∑

j=−1

βjf(xn−j , yn−j)

1.2 作业

1. (12pts) 设有常微分方程初值问题

y′(x) = −y(x), 0 ≤ x ≤ 1

y(0) = 1
，假设求解区间 [0, 1] 被 n

等分，令 h =
1

n
, xk =

k

n
(k = 0, 1, · · · , n)

(a). 分别写出用向前 Euler公式，向后 Euler公式，梯形公式以及改进的 Euler公式求上述
微分方程数值解时的差分格式（即yk+1与 yk二者之间的递推关系式）；

(b). 设y0 = y(0)，分别求这四种公式（方法）下的近似值yn的表达式（注：这里的yn即

是y(xn) ≡ y(1)的近似值；



(c). 当n足够大（即区间长度h → 0时，分别判断四种方法下的近似值yn是否收敛到原问题

的真解y(x)在x = 1处的值。

2. (8pts)试推导 p = 1, q = 2显式公式yn+1 = yn−1+
h

3
(7f(xn, yn)− 2f(xn−1, yn−1) + f(xn−2

, yn−2))的局部截断误差，即验证Tn+1 ≡ y(xn+1)− yn+1 =
1

3
h4y(4)(xn−1) +O(h5)

（提示：将差分格式右端点某些项在某点处同时作 Taylor展开）；
3. (18pts)试用线性多步法构造p = 1, q = 2时的隐式差分格式，求该格式局部截断误差的误差

主项并判断它的阶，最后为该隐式格式设计一种合适的预估-校正格式。
4. (12pts)试推导如下Runge-Kutta公式的局部截断误差及其误差主项，判断该公式/格式的（精
度）阶数。提示：利用二元函数的 Taylor展开。

yn+1 = yn +
h

4
(3k1 + k2)

k1 = f(xn, yn)

k2 = f(xn + 2h, yn + 2hk1)

Deadline:2025.4.6

2 解答

1. 显然解析解是 y = e−x，对应 y(1) = e−1。以下 n =
1

k
。

向前 Euler公式：yk+1 = yk + h(−yk) = (1− h)yk, yn = (1− h)n, lim
n→∞

yn = e−1 = y(1)；

向后 Euler公式：yk+1 = yk − hyk+1 =
yk

1 + h
, yn =

(
1

1 + h

)n

, lim
n→∞

yn = e−1 = y(1)；

梯形公式：yk+1 = yk +
h

2
(−yk − yk+1) =

2− h

2 + h
yk, yn =

(
2− h

2 + h

)n

lim
n→∞

yn = e−1 = y(1)；

改进的 Euler公式：预测：y∗ = yk + h(−yk) = (1− h)yk，

校正：yk+1 = yk +
h

2
(−yk − y∗) =

(
1− h+

h2

2

)
yk

yn =

(
1− h+

h2

2

)n

，此时 lim
n→∞

yn = e−1 = y(1)。

2. y(xn+1) = y(xn−1)+2hy′(xn−1)+2h2y′′(xn−1)+
4

3
h3y′′′(xn−1)+

2

3
h4y′′′′(xn−1)+O(h5)；

f(xn, yn) = y′(xn) = y′(xn−1) + hy′′(xn−1) +
1

2
h2y′′′(xn−1) +

1

6
h3y′′′′(xn−1) +O(h4)

f(xn, yn−2) = y′(xn−2) = y′(xn−1)− hy′′(xn−1) +
1

2
h2y′′′(xn−1)−

1

6
h3y′′′′(xn−1) +O(h4)
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y(xn+1)− yn+1 = y(xn+1)−
h

3
(7f(xn, yn)− 2f(xn−1, yn−1) + f(xn−2))

=y(xn−1) + 2hy′(xn−1) + 2h2y′′(xn−1) +
4

3
h3y′′′(xn−1) +

2

3
h4y′′′′(xn−1) +O(h5)− h

3(
7

(
y′(xn−1) + hy′′(xn−1) +

1

2
h2y′′′(xn−1) +

1

6
h3y′′′′(xn−1) +O(h4)

)
− 2y′(xn−1)

+

(
y′(xn−1)− hy′′(xn−1) +

1

2
h2y′′′(xn−1)−

1

6
h3y′′′′(xn−1) +O(h4)

))
=
1

3
h4y(4)(xn−1) +O(h5)

故 Tn+1 =
1

3
h4y(4)(xn−1) +O(h5)。

3. 差分格式为 yn+1 = yn−1 + β−1f(xn+1, yn+1) + β0f(xn, yn) + β1f(xn−1, yn−1)；

记 x = xn−1 + ξ, ξ ∈ [0, 2h]，则对应节点为 ξ = 0, h, 2h，Lagrange基函数为：

l0(ξ) =
(ξ − h)(ξ − 2h)

2h2
, l1(ξ) = −ξ(ξ − 2h)

h2
, l2(ξ) =

ξ(ξ − h)

2h2
。对应权重如下：

β1 =

∫ 2h

0
l0(ξ) dξ =

h

3
, β0 =

∫ 2h

0
l1(ξ) dξ =

4h

3
, β1 =

∫ 2h

0
l2(ξ) dξ =

h

3
,

故差分格式为 yn+1 = yn−1 +
h

3
(f(xn+1, yn+1) + 4f(xn, yn) + f(xn−1, yn−1))。

以下记 xn−1 = r, xn = s, xn+1 = t，则 s = r + h, t = r + 2h，Taylor展开为：

y(t) = y(r) + 2hy′(r) + 2h2y′′(r) +
4

3
h3y′′′(r) +

4

2
h4y(4)(r) +

4

15
h5y(5)(r) +O(h6)

y′(t) = y′(r) + 2hy′′(r) + 2h2y′′′(r) +
4

3
h3y(4)(r) +

4

2
h4y(5)(r) +O(h5)

y′(s) = y′(r) + hy′′(r) +
1

2
h2y′′′(r) +

1

6
h3y(4)(r) +

1

24
h4y(5)(r) +O(h5)

τn+1 = y(xn+1)− yn+1 = y(t)− y(r)− h

3
(y′(r) + 4y′(s) + y′(t))

=y(r) + 2hy′(r) + 2h2y′′(r) +
4

3
h3y′′′(r) +

4

2
h4y(4)(r) +

4

15
y(5)(r) +O(h6)− y(r)

− h

3

(
y′(r) + 4

(
y′(r) + hy′′(r) +

1

2
h2y′′′(r) +

1

6
h3y(4)(r) +

1

24
h4y(5)(r) +O(h5)

)
+

(
y′(r) + 2hy′′(r) + 2h2y′′′(r) +

4

3
h3y(4)(r) +

4

2
h4y(5)(r) +O(h5)

))
=− 1

90
h5y(5)(r) +O(h6)

因此方法的误差主项为 − 1

90
h5y(5)(r)，阶数为 4。

一种预估-校正方法如下：使用显式公式作为预估：

y
(p)
n+1 = yn−1 +

h

3
(7f(xn, yn)− 2f(xn−1, yn−1) + f(xn−2, yn−2)，

用预估值替代隐式公式中的未知量：
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yn+1 = yn−1 +
h

3

(
f(xn+1, y

(p)
n+1) + 4f(xn, yn) + f(xn−1, yn−1)

)
。

4. 记 x = xn, y = yn, f = f(x, y), fx =
∂f

∂x
(x, y), fy =

∂f

∂y
(x, y)，高阶偏导均在 (x, y)取值。

k2 = f(x+ 2h, y + 2hk1) = f(x+ 2h, y + 2hf)

=f + 2hfx + 2hffy +
1

2
(fxx(2h)

2 + 2fxy(2h)(2hf) + fyy(2hf)
2) +O(h3)

=f + 2hfx + 2hffy + 2h2fxx + 4h2fxyf + 2h2fyyf +O(h3)

yn+1 = y(x) +
h

4
(3f + f(x+ 2h, y + 2hk1))

=y(x) +
h

4
(3f + 2hfx + 2hffy + 2h2fxx + 4h2fxyf + 2h2fyyf +O(h3))

=y(x) + hf +
h2

2
(fx + fyf) +

h3

2
(fxx + 2fxyf + fyyf

2) +O(h4)

y′(x) = f(x, y(x)) ⇒ y′′(x) = fx+fyy
′ = fx+fyf, y

′′′ = fxx+2fxyf+fyyf
2+fyfx+f2

y f；

y(x+ h) = y(x) + hy′(x) +
1

2
h2y′′(x) +

1

6
h3y′′′(x)

=y(x) + hf +
h2

2
(fx + ffy) +

h3

6
(fxx + 2fxyf + fyyf

2 + fyfx + f2
y f)

此时 τ = y(x+ h)− yn+1 =
h3

6
(fxfy + f2

y f − 2fxx − 4fxyf − 2fyyf
2) +O(h4)

故误差主项是
h3

6
(fxfy + f2

y f − 2fxx − 4fxyf − 2fyyf
2)，阶数为 2。
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