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1 题目

1. (5pts)设 f(x) = x2，求 f(x)在区间 [−π, π]上的二次最佳平方逼近三角多项式。

2. (10pts)设 f(x) ∈ C2[a, b]，且 f ′′(x) > 0。设 f(x)在 [a, b]上的一次最佳一致逼近多项式为

p∗1(x) = c0 + c1x。

(a). 证明：∃c ∈ [a, b], s.t. c1 = f ′(c) =
f(b)− f(a)

b− a
, c0 =

f(a) + f(c)

2
− f(b)− f(a)

b− a
· a+ c

2
；

(b). 求 f(x) = cosx在
[
0,

π

2

]
上的一次最佳一致逼近多项式。

3. (5pts)求多项式 p(x) = 6x3 + 3x2 + x+ 4在 [−1, 1]上的二次最佳一致逼近多项式。

4. (5pts)求函数 f(x) = cos
π

2
x在 [−1, 1]上关于权函数 ρ(x) = (1 − x2)−1/2 的三次最佳平方

逼近多项式。

Deadline:2025.5.25

2 解答

1. 即计算 f(x)的 Fourier级数，并截断到二次。由于 f(x)是偶函数，故正弦系数为 0。

余弦系数 an =
1

π

∫ π

−π
x2 cosnx dx =

4(−1)n

n2
，常数项 a0 =

1

π

∫ π

−π
x2 dx =

π2

3
，

故二次最佳平方逼近三角多项式为 S(x) =
π2

3
− 4 cosx+ cos 2x。

2. 设 e(x) = f(x)−p∗1(x)，则 e′′(x) = f ′′(x) > 0，故 e(x)是凸函数。记E = min
c0,c1

max
x∈[a,b]

|e(x)|，

由 Chebyshev，e(a) = e(b) = −E, e(c) = E，其中 c ∈ (a, b)唯一存在。

此时有

e(a) = f(a)− c0 − c1a = −E

e(b) = f(b)− c0 − c1b = −E
，二者相减即得到 c1 =

f(b)− f(a)

b− a
。

又有 e(c) = f(c)− c0 − c1c = E，代入 e(a) = −E 即有 c0 =
f(a) + f(c)

2
− c1

a+ c

2
，



且由于 e(x)凸，故误差最大值点 c满足 e′(c) = f ′(c)− c1 = 0，即 c1 = f ′(c)。

由于 − cosx在 [0,
pi

2
]凸，对 − cosx使用上述结论，得到其一次最佳一致逼近多项式为

p̃∗1(x) =
2

π
x−

1 +

√
1− 4

π2

2
− 1

π
arcsin

2

π
，故 cosx的一次最佳一致逼近多项式为

p∗1(x) = − 2

π
x+

1 +

√
1− 4

π2

2
+

1

π
arcsin

2

π
≈ −0.6366x+ 1.1053

3. 重写 f(x) =
3

2
T3(x) + 3x2 +

11

2
x+ 4，其中 T3(x) = 4x3 − 3x是 3次 Chebyshev多项式。

T3(x)在 [−1, 1]上满足等振条件，故 f(x)的二次最佳一致逼近多项式是 3x2 +
11

2
x+ 4。

4. Chebyshev多项式 {Ti(x)}在权函数 ρ(x)下正交，故所求 p(x) =
3∑

k=0

⟨f(x), Ti(x)⟩
⟨Ti(x), Ti(x)⟩

Ti(x)。

由于 f(x)和 ρ(x)均为偶函数，故 T1(x), T3(x)系数为 0。考虑 T0(x) = 1, T2(x) = 2x2−1，

系数为 α0 =

∫ 1

−1

cos π
2x√

1− x2
dx∫ 1

−1

1√
1− x2

dx

= J0

(π
2

)
和 α2 =

∫ 1

−1

(2x2 − 1) cos π
2x√

1− x2
dx∫ 1

−1

(2x2 − 1)2√
1− x2

dx

= −2J2

(π
2

)
。

故所求多项式为 p(x) = −4J2

(π
2

)
x2 + 2J2

(π
2

)
+ J0

(π
2

)
≈ −0.9988x2 + 0.9714。
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