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�ÄÐ�¯K{
y ′ = f (x , y)
y(a) = y0

(a ≤ x ≤ b)

'u�å©��(=!:þ!,i.e,
a = x0 < x1 < · · · < xn = b,ùp, xk = a + kh,
h = b−a

n �Ú�)�ê�).

ïïïááá���©©©���ªªªÌ�kn«�{µ

Äuê��©, i.e.,���ccc§§§������Eulerúúúªªª
Äuê�È©, i.e.,���ccc!!!������Eulerúúúªªª,FFF
///úúúªªª,���555õõõÚÚÚ{{{
ÄuTaylorÐm, i.e., Runge-Kutta���{{{



Runge¨̈̈Kutta���{{{
Äu)¼ê�TaylorÐmïá�©�§�Ì��{�Runge¨̈̈Kutta���{{{.

ò)¼êy(x)3xn?��TaylorÐm§¿�x = xn+1 �µ

y(xn+1) = y(xn) + hy ′(xn) +
h2

2!
y ′′(xn) + · · ·+ hk

k !
y (k)(xn) +

hk+1

(k + 1)!
y (k+1)(ξn)

5¿�


y ′(x) = f (x , y)

y ′′(x) = fx (x , y) + fy (x , y) · y ′

y ′′′(x) = · · ·
§'X,�c3�,��E�©�ªµ

yn+1 = yn+h
[
f (xn, yn)+

h
2!

(fx(xn, yn) + fy(xn, yn) · f (xn, yn))

]
(♣)

���ê�õ§�{��ê�p. �Ó�I�O��õf� ��.
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Runge¨̈̈Kutta{{{
�;�O� f (x , y)�p��ê§Runge¨Kuttaß�^̂̂f (x , y)333:::(xn, yn)ÚÚÚ

§§§NNNCCC���:::���¼¼¼êêê������···���������555|||ÜÜÜ555���������ÓÓÓ���ØØØ������.

±��Runge¨Kuttaúª�~§=ÏLÀ�·��ëêa, b, c1, c2¦�

c1f
(
xn, y(xn)

)
+ c2f

(
xn + ah, y(xn) + bhf

(
xn, y(xn)

))
(1)

≈ f
(
xn, y(xn)

)
+

h
2

[
fx
(
xn, y(xn)

)
+ fy

(
xn, y(xn)

)
f
(
xn, y(xn)

)]
(2)

or (1) = (2) + O(h2)

�
����ª(♣)��ê2,é(1)ª3(xn, yn)?TaylorÐm��cA�$��
�XêA�(2)ª�Xê��,=

(2) + O(h2) = (1) =

c1f
(
xn, y(xn)

)
+ c2[f

(
xn, y(xn)

)
+ ahfx

(
xn, y(xn)

)
+ bhfy

(
xn, y(xn)

)
f
(
xn, y(xn)

)
+ O(h2)]

= (c1 + c2)f
(
xn, y(xn)

)
+

h
2

[
2c2afx + 2c2bfy f

]
+ O(h2)
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h
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Ïd§ëêa, b, c1, c2I÷

������Runge¨̈̈Kuttaúúúªªª
v

c1 + c2 = 1
2c2a = 1
2c2b = 1



Ïd§ëêa, b, c1, c2I÷v
c1 + c2 = 1
2c2a = 1
2c2b = 1

令 y(xn) = yn,�k

(1) = c1f
(
xn, yn) + c2f

(
xn + ah, yn + bhf

(
xn, yn)

)
(3)

≈ (2) = f
(
xn, yn

)
+

h
[
fx
(
xn, yn

)
+ fy

(
xn, yn

)
f
(
xn, yn

)
2

]

������Runge¨̈̈Kuttaúúúªªª



Ïd§ëêa, b, c1, c2I÷v
c1 + c2 = 1
2c2a = 1
2c2b = 1

令 y(xn) = yn,�k

(1) = c1f
(
xn, yn) + c2f

(
xn + ah, yn + bhf

(
xn, yn)

)
(3)

h
[
fx
(
xn, yn

)
+ fy

(
xn, yn

)
f
(
xn, yn

)
2

]

yn+1 = yn+h
[
f (xn, yn

≈ (2) = f
(
xn, yn

)
+

回顾 (♣)�ª

)+ (fx(xn, yn) + fy(xn, yn) · f (xn, yn))

]
(♣)h

2
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h
2
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fx
(
xn, yn
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+ fy

(
xn, yn
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f
(
xn, yn

)]
ò(3)ª�O (♣)�ª¥�¥)ÒÜ©,���������©�ª

yn+1 = yn + h
[
c1f
(
xn, yn) + c2f

(
xn + ah, yn + bhf

(
xn, yn)

)]
(♦)
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~X§�c1 =
1
2
, c2 =

1
2
, a = 1, b = 1§Kk��Runge¨Kuttaú

ª 
yn+1 = yn +

h
2
(k1 + k2)

k1 = f (xn, yn)
k2 = f (xn + h, yn + hk1)

d=�U?�Eulerúª.

��Runge¨Kuttaúª�ÛÜ�äØ��O(h3). aq/�{§�
ïáp��Runge¨Kuttaúª§~���3�§4�úª.
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nnn���!!!ooo���Runge¨̈̈Kuttaúúúªªª

~~~^̂̂���nnn���Runge¨̈̈Kuttaúúúªªª
yn+1 = yn +

h
6

(k1 + 4k2 + k3)

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn +
1
2

h, yn +
1
2

hk1)

k3 = f (xn + h, yn − hk1 + 2hk2)



nnn���!!!ooo���Runge¨̈̈Kuttaúúúªªª
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yn+1 = yn +

h
6

(k1 + 4k2 + k3)

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn +
1
2

h, yn +
1
2

hk1)

k3 = f (xn + h, yn − hk1 + 2hk2)

~~~^̂̂���ooo���Runge¨̈̈Kuttaúúúªªª

yn+1 = yn +
h
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn + 1
2 h, yn + 1

2 hk1)

k3 = f (xn + 1
2 h, yn + 1

2 hk2)

k4 = f (xn + h, yn + hk3)





���Runge¨Kuttaúª�µ



yn+1 = yn + h(c1K1 + c2K2 + · · ·+ cmKm)

K1 = f (xn, yn)
K2 = f

(
xn + a2h, yn + b21hK1

)
...

Km = f
(
xn + amh, yn + h

m−1∑
i=1

bmiKi
)

Ù¥§Xêai , bi , ci÷v,��ê�§| (´�§
m∑

i=1
ci = 1)§§d

I�����(½.



~µ^o�Runge¨Kuttaúª

yn+1 = yn +
h
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = f (xn, yn)
k2 = f (xn + 0.5h, yn + 0.5hk1)
k3 = f (xn + 0.5h, yn + 0.5hk2)
k4 = f (xn + h, yn + hk3)

)Ð�¯Kµ


dy
dx

= y2 cos x

y(0) = 1
(0 6 x 6 0.8)§�Ú

�h = 0.2.



)µ h = 0.2�\c¡�o�Runge¨Kuttaúª,�µ

yn+1 = yn +
0.2
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = y2
n cos xn

k2 = (yn + 0.1k1)
2 cos(xn + 0.1)

k3 = (yn + 0.1k2)
2 cos(xn + 0.1)

k4 = (yn + 0.2k3)
2 cos(xn + 0.2)

O�(J�LXeµ

n xn yn y(xn) |yn − y(xn)|
1 0.2 1.24789 1.24792 0.00003
2 0.4 1.63762 1.63778 0.00016
3 0.6 2.29618 2.29696 0.00078
4 0.8 3.53389 3.53802 0.00413



)µ h = 0.2�\c¡�o�Runge¨Kuttaúª,�µ

yn+1 = yn +
0.2
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

k1 = y2
n cos xn

k2 = (yn + 0.1k1)
2 cos(xn + 0.1)

k3 = (yn + 0.1k2)
2 cos(xn + 0.1)

k4 = (yn + 0.2k3)
2 cos(xn + 0.2)

O�(J�LXeµ

n xn yn y(xn) |yn − y(xn)|
1 0.2 1.24789 1.24792 0.00003
2 0.4 1.63762 1.63778 0.00016
3 0.6 2.29618 2.29696 0.00078
4 0.8 3.53389 3.53802 0.00413



���§§§|||ÚÚÚppp������§§§���êêê���))){{{


dy1
dx = f1(x , y1, · · · , ym)
...
dym
dx = fm(x , y1, · · · , ym)

y1(a) = η1
...
ym(a) = ηm

, a 6 x 6 b

�¤�þ�/ªµ

{ dY
dx = F (x ,Y )
Y (a) = η ≡ (η1, η2, · · · , ηm)

T

ü��©�§��«�{Ñ�±��²1$^L5.



���§§§|||ÚÚÚppp������§§§���êêê���))){{{


dy1
dx = f1(x , y1, · · · , ym)
...
dym
dx = fm(x , y1, · · · , ym)

y1(a) = η1
...
ym(a) = ηm

, a 6 x 6 b

�¤�þ�/ªµ

{ dY
dx = F (x ,Y )
Y (a) = η ≡ (η1, η2, · · · , ηm)

T

ü��©�§��«�{Ñ�±��²1$^L5.



±ü��§��§|�~


dy
dx = f (x , y , z)
dz
dx = g(x , y , z)
y(a) = y0

z(a) = z0

, a 6 x 6 b

d���cEulerúª�µ{
yn+1 = yn + hf (xn, yn, zn)
zn+1 = zn + hg(xn, yn, zn)



e¡´�«��~��§|�o�Runge-Kuttaúªµ(
yn+1

zn+1

)
=

(
yn

zn

)
+

h
6

(K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

K1 =

(
K (1)

1

K (2)
1

)
=

(
f (xn, yn, zn)

g(xn, yn, zn)

)

K2 =

(
K (1)

2

K (2)
2

)
=

(
f (xn + h

2 , yn + h
2 K (1)

1 , zn + h
2 K (2)

1 )

g(xn + h
2 , yn + h

2 K (1)
1 , zn + h

2 K (2)
1 )

)

K3 =

(
K (1)

3

K (2)
3

)
=

(
f (xn + h

2 , yn + h
2 K (1)

2 , zn + h
2 K (2)

2 )

g(xn + h
2 , yn + h

2 K (1)
2 , zn + h

2 K (2)
2 )

)

K4 =

(
K (1)

4

K (2)
4

)
=

(
f (xn + h, yn + hK (1)

3 , zn + hK (2)
3 )

g(xn + h, yn + hK (1)
3 , zn + hK (2)

3 )

)



e¡´�«��~��§|�o�Runge-Kuttaúªµ(
yn+1

zn+1

)
=

(
yn

zn

)
+

h
6

(K1 + 2K2 + 2K3 + K4)

K1 =

(
K (1)

1

K (2)
1

)
=

(
f (xn, yn, zn)

g(xn, yn, zn)

)

K2 =

(
K (1)

2

K (2)
2

)
=

(
f (xn + h

2 , yn + h
2 K (1)

1 , zn + h
2 K (2)

1 )

g(xn + h
2 , yn + h

2 K (1)
1 , zn + h

2 K (2)
1 )

)

K3 =

(
K (1)

3

K (2)
3

)
=

(
f (xn + h

2 , yn + h
2 K (1)

2 , zn + h
2 K (2)

2 )

g(xn + h
2 , yn + h

2 K (1)
2 , zn + h

2 K (2)
2 )

)

K4 =

(
K (1)

4

K (2)
4

)
=

(
f (xn + h, yn + hK (1)

3 , zn + hK (2)
3 )

g(xn + h, yn + hK (1)
3 , zn + hK (2)

3 )

)



~µ�Ä�©�§|�ê�).£P160§~7.7¤
du
dt = 0.09u(1− u

20 )− 0.45uv
dv
dt = 0.06v(1− v

15 )− 0.001uv
u(0) = 1.6
v(0) = 1.2

)µ^Eulerý�–��úª(=U?�Eulerúª)(
ūn+1

v̄n+1

)
=

(
un

vn

)
+ h ·

(
f (tn, un, vn)

g(tn, un, vn)

)
(

un+1

vn+1

)
=

(
un

vn

)
+

h
2

[(
f (tn, un, vn)

g(tn, un, vn)

)
+

(
f (tn+1, ūn+1, v̄n+1)

g(tn+1, ūn+1, v̄n+1)

)]



~µ�Ä�©�§|�ê�).£P160§~7.7¤
du
dt = 0.09u(1− u

20 )− 0.45uv
dv
dt = 0.06v(1− v

15 )− 0.001uv
u(0) = 1.6
v(0) = 1.2

)µ^Eulerý�–��úª(=U?�Eulerúª)(
ūn+1

v̄n+1

)
=

(
un

vn

)
+ h ·

(
f (tn, un, vn)

g(tn, un, vn)

)
(

un+1

vn+1

)
=

(
un

vn

)
+

h
2

[(
f (tn, un, vn)

g(tn, un, vn)

)
+

(
f (tn+1, ūn+1, v̄n+1)

g(tn+1, ūn+1, v̄n+1)

)]



� h = 1§O�(JXeLµ

t(c) u(t) v(t)

0 1.6 1.2

1 1.02457 1.26834

2 0.640912 1.3366

3 0.391211 1.41077



ppp������©©©���§§§

y (m) = f (x , y , y ′, · · · , y (m−1))

y(a) = η1

y ′(a) = η2

...
y (m−1)(a) = ηm

, a 6 x 6 b



y = y1
dy1
dx = y2

...
dym−1

dx = ym

=⇒



dy1
dx = y2

...
dym
dx = f (x , y1, · · · , ym)

y1(a) = η1

...
ym(a) = ηm

, a 6 x 6 b

=µp��§�z����§|.



ppp������©©©���§§§

y (m) = f (x , y , y ′, · · · , y (m−1))

y(a) = η1

y ′(a) = η2

...
y (m−1)(a) = ηm

, a 6 x 6 b



y = y1
dy1
dx = y2

...
dym−1

dx = ym

=⇒



dy1
dx = y2

...
dym
dx = f (x , y1, · · · , ym)

y1(a) = η1

...
ym(a) = ηm

, a 6 x 6 b

=µp�常微分�§�z���常微分�§|.













�Ð�¯K {
dy
dx = f (x , y)
y(x0) = y0

�)�3��.éØÓ�Ð� y0§�§�)
�ØÓ�;�.)3k���SëY��6 

u y0§�� x *¿�Ã¡«m�§ù«ëY 

�65Ø�½¤á.

~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555



~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555



½Âµ� y = y(x)��§�Ð� y0��).
e ∀ε > 0, ∃δ(ε) > 0, s.t�� |z0 − y(x0)| < δ§
�§�Ð� z0 �) z = z(x)Ò�3��§�÷v
|z(x)− y(x)| < ε (∀x ≥ x0)§K¡) y(x)´
£Lyapunov¿Âe¤­­­½½½���.

?
§e)y(x)´­½�§�÷v

lim
x→+∞

(
z(x)− y(x)

)
= 0,

K¡ y(x)´ììì???­­­½½½���.

~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555



·�¡��~�Ð�¯K�) y(x)´

­­­½½½�§§§´́́���������ÐÐÐ���CCCzzzvvv


���§§§;;;���(===)))­­­���y(x))���CC 
zÒÒÒ���vvv


���.

~µ�©�§

ììì???­­­½½½���§§§´́́���ÐÐÐ���CCCzzzvvv


������§§§;;;������改变量���555 ���

ª0  (���gggCCCþþþªªª���∞���).

dy
dx = − x

y�;�Xã§§�)Ñ´­­­½½½���§§§���ØØØ´́́

ììì???­­­½½½���.

~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555



·�¡��~�Ð�¯K�) y(x)´

~µ�©�§ dy
dx = − x

y�;�Xã§§�)Ñ´­­­½½½���§§§���ØØØ´́́

ììì???­­­½½½���.

~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555

­­­½½½�§§§´́́���������ÐÐÐ���CCCzzzvvv


���§§§;;;���(===)))­­­���y(x))���CC 
zÒÒÒ���vvv


���.
ììì???­­­½½½���§§§´́́���ÐÐÐ���CCCzzzvvv


������§§§;;;������改变量���555 ���

ª0  (���gggCCCþþþªªª���∞���).



~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555

~. ;.�ì?­½�©�§

dy
dx

= λy
(
Re(λ) < 0

)
�;�Xeã§§�)Ñ´ììì???­­­½½½���.



~~~���©©©���§§§)))���­­­½½½555

~. ;.�ì?­½�©�§

dy
dx

= λy
(
Re(λ) < 0

)
�;�Xeã§§�)Ñ´ììì???­­­½½½���.



���©©©���§§§���ýýýééé­­­½½½555

�¦�©�§ê�)�æ^,«�{ïá��©�§�

k∑
j=0

αjyn+j = h
k∑

j=0

βj f (xn+j , yn+j) (♠)

·�F"æ^d�{�§=¦Ð�kØ�§é(J�K��Uv


��§=�{éÐ©Ø�k³��^.

XJ�©�§�)��´Ø­½§@Òvnd�¦ùü|)¿©�

C§����©©©���ªªª(���§§§)���ýýýééé­­­½½½555ïïïááá333������©©©���§§§ÐÐÐ���¯̄̄KKK
���)))������´́́ììì???­­­½½½���ÄÄÄ:::���þþþ.



���©©©���§§§���ýýýééé­­­½½½555

½Âµ�©�§¡�ýé­½�§e�©�§�^��©�§

dy
dx

= λy (Reλ < 0)

�§é?¿�Ð�§o�3��E²¡þ���«�§� z ≡ λh
á3ù�«��§�©�§�)ªu0 (i.e.,yn → 0 as n→∞). ù
�«�¡��©�§(�ª)�­­­½½½«««���.

ò�©�ª(♠)A^�þã�ì?­½Ð�¯K§��µ

k∑
j=0

αjyn+j = λh
k∑

j=0

βjyn+j (♥)



���©©©���§§§���ýýýééé­­­½½½555

½Âµ�©�§¡�ýé­½�§e�©�§�^��©�§

dy
dx

= λy (Reλ < 0)

�§é?¿�Ð�§o�3��E²¡þ���«�§� z ≡ λh
á3ù�«��§�©�§�)ªu0 (i.e.,yn → 0 as n→∞). ù
�«�¡��©�§(�ª)�­­­½½½«««���.

ò�©�ª(♠)A^�þã�ì?­½Ð�¯K§��µ

k∑
j=0

αjyn+j = λh
k∑

j=0

βjyn+j (♥)



½½½nnnµ�©�§
k∑

j=0
αjyn+j = h

k∑
j=0

βj f (xn+j , yn+j)ý

�A��§ (i.e.,

é­½�¿�^��µ�3��E²¡þ��� 

f«�D§� λhá3d«��§àg�©�§(♥)
k∑

j=0
(αj − λhβj)ξ

j = 0 ,§´��

'u� ξ õ�ª)�¤¤¤kkk������ýýýééé���þþþ���uuu1.



��½�Ð©� yi (0 ≤ i ≤ k − 1)kØ�ei�§ 

d(♥)��� {ỹn+j}�Ð©�vkØ����
�{yn+j}���{en+j}§Ken+j÷v���/ªµ

k∑
j=0

αjen+j = λh
k∑

j=0

βjen+j



��½�Ð©� yi (0 ≤ i ≤ k − 1)kØ�ei�§ 

d(♥)��� {ỹn+j}�Ð©�vkØ����
�{yn+j}���{en+j}§Ken+j÷v���/ªµ

k∑
j=0

αjen+j = λh
k∑

j=0

βjen+j

        en −→ 0 as n→∞§
=Ð�yi(0 ≤ i ≤ k − 1)�扰动Ø�éê�(J
vk什么K �

�é;.�ì?­½�§§ýé­½��{满足

.



~µ?ØEulerúª yn+1 = yn + hf (xn, yn)�ýé­½5.

)µòEulerúª�^u~� dy
dx = λy§�yn+1 = yn + λhyn. ÙA

��§�

ρ(ξ) = ξ − (1 + λh)

Ù��ξ = 1 + λh. �|1 + λh| < 1�§|ξ| < 1. �Euler{�ýé
­½�§­½«�Xã¤«(= z ≡ x + iy = λhá3±-1��%�
Eü �S ).



~µ?ØEulerúª yn+1 = yn + hf (xn, yn)�ýé­½5.

)µòEulerúª�^u~� dy
dx = λy§�yn+1 = yn + λhyn. ÙA

��§�

ρ(ξ) = ξ − (1 + λh)

Ù��ξ = 1 + λh. �|1 + λh| < 1�§|ξ| < 1. �Euler{�ýé
­½�§­½«�Xã¤«(= z ≡ x + iy = λhá3±-1��%�
Eü �S ).



~µ?ØEulerúª yn+1 = yn + hf (xn, yn)�ýé­½5.

)µòEulerúª�^u~� dy
dx = λy§�yn+1 = yn + λhyn. ÙA

��§�

ρ(ξ) = ξ − (1 + λh)

Ù��ξ = 1 + λh. �|1 + λh| < 1�§|ξ| < 1. �Euler{�ýé
­½�§­½«�Xã¤«(= z ≡ x + iy = λhá3±-1��%�
Eü �S ).



~µ?Ø��Eulerúªyn+1 = yn + hf (xn+1, yn+1)�ýé­½5.

)µò��Eulerúª�^u~� dy
dx = λy§�

yn+1 = yn + λhyn+1

e yn kØ� ρn ,P y∗
n = yn + ρn. ´�Ø��§£Ø�'Xª¤

ρn+1 = ρn + λhρn+1

ÙA��§�

ρ(ξ) = (1− λh)ξ − 1

Ù�� ξ = 1
1−λh . �Reλ < 0�§ðk |ξ| = | 1

1−λh | < 1 (é?
¿ h > 0). �§��Euler�ª�ýé­½«�´����E²¡"

=½½½ÂÂÂ>�,��{£½�ª¤�ýé­½«�´����E²

¡�§K¡T�ª´ÃÃÃ^̂̂���ýýýééé­­­½½½(½½½A­­­½½½)
dþ��,��Euler�ª´ÃÃÃ^̂̂���ýýýééé­­­½½½�.



~µ?Ø��Eulerúªyn+1 = yn + hf (xn+1, yn+1)�ýé­½5.

)µò��Eulerúª�^u~� dy
dx = λy§�

yn+1 = yn + λhyn+1

e yn kØ� ρn ,P y∗
n = yn + ρn. ´�Ø��§£Ø�'Xª¤

ρn+1 = ρn + λhρn+1

ÙA��§�

ρ(ξ) = (1− λh)ξ − 1

Ù�� ξ = 1
1−λh . �Reλ < 0�§ðk |ξ| = | 1

1−λh | < 1 (é?
¿ h > 0). �§��Euler�ª�ýé­½«�´����E²¡"

=½½½ÂÂÂ>�,��{£½�ª¤�ýé­½«�´����E²

¡�§K¡T�ª´ÃÃÃ^̂̂���ýýýééé­­­½½½(½½½A­­­½½½)
dþ��,��Euler�ª´ÃÃÃ^̂̂���ýýýééé­­­½½½�.



~µ?Ø��Eulerúªyn+1 = yn + hf (xn+1, yn+1)�ýé­½5.

)µò��Eulerúª�^u~� dy
dx = λy§�

yn+1 = yn + λhyn+1

e yn kØ� ρn ,P y∗
n = yn + ρn. ´�Ø��§£Ø�'Xª¤

ρn+1 = ρn + λhρn+1

ÙA��§�

ρ(ξ) = (1− λh)ξ − 1

Ù�� ξ = 1
1−λh . �Reλ < 0�§ðk |ξ| = | 1

1−λh | < 1 (é?
¿ h > 0). �§��Euler�ª�ýé­½«�´����E²¡"

=½½½ÂÂÂ>�,��{£½�ª¤�ýé­½«�´����E²

¡�§K¡T�ª´ÃÃÃ^̂̂���ýýýééé­­­½½½(½½½A­­­½½½)
dþ��,��Euler�ª´ÃÃÃ^̂̂���ýýýééé­­­½½½�.



~µ?Ø��Eulerúªyn+1 = yn + hf (xn+1, yn+1)�ýé­½5.

)µò��Eulerúª�^u~� dy
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yn+1 = yn +
h
6
(k1 + 4k2 + k3)

k1 = f (xn, yn)

k2 = f (xn +
1
2

h, yn +
1
2

hk1)

k3 = f (xn + h, yn − hk1 + 2hk2)
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òT3�Runge¨KuttaúªA^� dy
dx = λy§�

yn+1 = yn +
h
6 [K1 + 4K2 + K3]

K1 = λyn

K2 = λyn(1 + 1
2λh)

K3 = λyn

[
1 + λh + (λh)2

]
Ù�©�ª�µ yn+1 = yn

[
1 + λh + 1

2(λh)2
+ 1

6(λh)3
]

ÙA��§�µξ − (1 + λh + 1
2(λh)2

+ 1
6(λh)3

)

Ï Reλ < 0§��3 h0 > 0§� h < h0�§A��

|ξ| = |1 + λh + O(λh)2| < 1

¤±§3�Runge¨Kutta´ýé­½�ª.
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