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最优化方法

最优化方法..

......

研究求解数学问题最优解的学科, 即对于给定的实际问题, 从
众多的解中选取最优的解. 从数学意义上说, 最优化方法是一
种求函数极值的方法, 即在一组条件为等式或不等式的约束
下, 使选定的目标函数达到极值, 即最大值或最小值.
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最优化方法..
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研究求解数学问题最优解的学科, 即对于给定的实际问题, 从
众多的解中选取最优的解. 从数学意义上说, 最优化方法是一
种求函数极值的方法, 即在一组条件为等式或不等式的约束
下, 使选定的目标函数达到极值, 即最大值或最小值.

计算方法

“根据给定条件和目标，从众多方案中选择最佳方案”
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化
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最优化方法

最优化方法..
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.

研究求解数学问题最优解的学科, 即对于给定的实际问题, 从
众多的解中选取最优的解. 从数学意义上说, 最优化方法是一
种求函数极值的方法, 即在一组条件为等式或不等式的约束
下, 使选定的目标函数达到极值, 即最大值或最小值.

最优化问题..

......
上下班如何规划乘车路线, 才能快速又经济地到达公司; 旅游
中如何选择航班和宾馆, 既省钱又能玩得开心.

计算方法
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§10.2 线性规划问题的
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§10.5 一维搜索
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化
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最优化方法

研究内容..

......

.

最优化模型的建立、分析、求解及应用, 譬如最优解的条件
或标准, 求解的算法, 以及收敛性、时间复杂度分析等. 属于

计算数学, 管 理 科 学 ( 运筹学), 系统工程等领域.

应用领域..

......

随着计算机的快速发展和普及, 最优化方法在经济规划、工
程设计、生产管理、交通运输、国防安全等领域得到了广泛
的应用, 发挥着越来越重要的作用.
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最优化方法

古老的极值问题, 例如阿基米德 (Archimedes) 证明：给定周
长, 圆所包围的面积为最大, 这是欧洲古代城堡几乎都建成圆
形的原因之一.

最优化方法成为一门独立的学科是在第二次世界大战前后,
由于军事上的需要以及科学技术和生产的迅速发展, 许多实
际的最优化问题已经无法用古典方法来解决, 从而促进了近
代最优化方法的产生.
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§10.1

第十章最优化
方法

线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

最优化方法

具有代表性的工作有: 以美国的丹齐格 (Dantzig) 和苏联的康
托罗维奇 (Kantorovich) 为代表的线性规划; 以美国的库恩
(Kuhn) 和塔克尔 (Tucker) 为代表的非线性规划；以美国的
贝尔曼 (Bellman) 为代表的动态规划；以苏联的庞特里亚金
(Pontryagin) 为代表的极大值原理等, 这些方法后来都形成体
系，成为很活跃的领域.

近些年来在实际应用的驱动下, 譬如信号处理, 机器学习, 推
荐系统, 无人驾驶等, 凸优化, 非光滑优化, 整数规划等得到
了深入的研究.

计算方法
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在生产管理和经营活动中, 经常会遇到一类问题: 如何合理利用有
限的人力、物力、财力等资源, 以取到最佳的经济效益

§10.1.1 线性规划问题

.
例 10.1
..

......

某工厂在计划期内要安排生产 I、II 两种产品, 已知生产每种单位产品所需的设备台
数及 A、B 两种原材料的消耗, 如表10.1所示.

产品 产品 I 产品 II 现有资源

设备 4 台时/件 2 台时/件 18 台时
原材料 A 4 kg/件 1 kg/件 16 kg
原材料 B 1 kg/件 3 kg/件 12 kg

该工厂每生产一件 I产品可获利 2元,每生产一件 II产品可获
利 5元,问应该如何安排计划使该工厂获利最多?

计算方法
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max z = 2x1 + 5x2

将其数学模型重写如下:

,

s. t.



4x1 + 2x2 6 18, (1a)
4x1 + x2 6 16, (1b)
x1 + 3x2 6 12, (1c)
x1, x2 > 0. (1d)

计算方法



计算方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
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§10.5

第十章最优化
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一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.1.1 线性规划问题

..

例 10.2

......

生产某汽车需要用 I、II、III 三种规格的轴各一根, 长度规格
分别为 1.5、1、0.7 米, 它们需要用一种圆钢来制作, 圆钢的
长度为 4 米. 现在要制造 1000 辆这种类型的汽车, 问至少需
要多少根圆钢以满足生产需求?
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问题中用数量表示的方案、措施等, 其值可由决策者控
制和确定

(1) 变量或称决策变量, 即问题中要优化的未知量,
最优化问题的数学模型由三个要素组成

§10.1.2 数学模型

:
用于描述

;
(2) 目标函数, 即决策变量的函数, 按优化目标在这个函数前

的限制, 通常表示为含决策变量函数的等式或不等式

加上 max 或 min, 表示对目标函数求最大值或最小值;
(3) 约束条件, 即刻画决策变量取值时受到的各种资源条件

.
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max(min) z = c1x1 + c2x2 + · · ·+ cnxn

如果在优化问题的数学模型中, 决策变量的取值是连续的, 目
标函数是决策变量的线性函数, 约束条件是含决策变量的线

性等式或不等式, 则称它为线性规划问题,

§10.1.2 数学模型

其一般的形式为

,

s. t.



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn 6 (=,>)b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn 6 (=,>)b2,
· · ·
am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn 6 (=,>)bm,
x1, x2, · · · , xn > 0.

计算方法



计算方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优

 

第十章最优化
方法

化

. . . . . .

§10.1.2 数学模型

或简写为

max(min) z =
n∑

i=1

cixi,

s. t.


n∑

j=1

aijxj 6 (=,>)bi, i = 1, 2, · · ·m,

xi > 0, j = 1, 2, · · · n.
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在实际问题中, 线性规划模型是建立在以下假设基础之上的

§10.1.2 数学模型

:

值变化时, 按 xj 对应的系数 aij 与价值系数 cj 严格的成比例
变化

(1) 比例性, 指每个决策变量 xj 在约束条件中和在目标函数中数

;

个约束关系式中各组成部分值之和就是第 i 项资源需求总量.
决策变量是相互独立的, 不发生关联, 且不允许有交叉

(2) 可加性, 指目标函数的总值是各项组成部分值 cixi 之和; 第 i

;
(3) 可分性, 即模型中的变量可以取小数、分数或某一实数;
(4) 确定性, 即模型中的参数均为确定的常数.

然而, 有些实际问题不符合上述条件, 例如每件产品售价 3 元, 但批
量采购的话, 可以打七折. 对于这类不符合线性的条件, 在一些合理
的假设下, 有时可看作近似满足线性条件, 也可用线性规划来建模.

计算方法
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.

§10.2.1 图解法

定义 10.1..

......

称线性规划问题有解, 是指能找到一组值
(x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn 满足所有约束条件; 否则, 称该问题无解.
任意一个满足约束条件的解 (x1, x2, · · · , xn) 都称为该线性规

划问题的一个可行解. 全部可行解构成的集合称为可行域.
在可行域中使目标函数值达到最优的可行解称为最优解.

计算方法
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§10.2.1 图解法

当线性规划模型中只含 2 个变量时, 问题具有明显的几何意

义, 可通过在平面上作图的方法求解, 称为图解法.

图解法的基本步骤如下: 在平面上建立直角坐标系; 图示约束
条件, 判别是否存在可行域, 如果存在, 则找出可行域; 图示目
标函数, 寻找最优解.
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下面通过例10.1来作具体说明. 先将其数学模型重写如下

§10.2.1 图解法

:

s. t.


max z = 2x1 + 5x2,



4x1 + 2x2 6 18, (1a)
4x1 + x2 6 16, (1b)
x1 + 3x2 6 12, (1c)
x1, x2 > 0. (1d)
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§10.2.1 图解法

(1) 以 x1 为横坐标轴, x2 为纵坐标轴, 适当选取坐标长度的单位,
建立平面直角坐标系. 由变量的非负约束条件(1d)知, 满足该
条件的解均在第 I 象限内.

(2) 依据约束条件, 找出可行域. 约束条件(1a)表示含直线
4x1 + 2x2 = 18 上的点及其左下方的半平面, 约束条件(1b)、
(1c)的含义类似. 同时满足(1a)-(1d)的点构成该线性规划问题
的可行域, 如图1所示, 即凸多边形 OP1P2P3P4.

(3) 图示目标函数. 随着 z 的变化, 方程 z = 2x1 + 5x2 表示斜率为
−2/5 的一族平行直线, 见图1.

(4) 确定最优解. 因为最优解是可行域中使目标函数值 z 达到最大

位置即为最优解

值的点, 从图1中可看出, 当代表目标函数的那条直线由原点开
始向右上方移动时, z 的值逐渐增大, 一直移动目标函数的直
线, 直到与约束条件确定的凸多边形相切时停止, 切点所在的

.
计算方法
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§10.2.1 图解法
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Figure: 图解法
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§10.2.1 图解法
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无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.2.1 图解法
不难看出, 此问题的最优解是唯一. 但是, 对于一般的线性规划问题
来说, 还可能出现下列的情况:
(1) 无穷多最优解. 若将目标函数换成 z = x1 + 3x2, 则目标函数

穷区域, 即变量 x2 的取值可无限增大,

的直线族与约束条件(1c)平行, 此时线段 P3P4 上所有的点都
是最优解, 即有无穷多最优解.

(2) 无界解. 若将约束条件(1a)-(1c)换成 4x1 6 18, 则可行域是无
此时目标函数值也可无

(3) 无解, 或无可行解. 若将约束条件(1a)换成 4x1 + 2x2 > 24, 则
限增大, 即最优解无界.

不存在满足所有约束条件的公共区域, 可行域是空集, 即无解.

当求解结果出现无界解或无解情况时, 一般来说是线性规划问题的
数学模型有错误, 前者缺乏必要的约束条件, 后者存在矛盾的约束
条件, 需重新建模.
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图解法仅能用于求解具有两个变量的线性规划问题, 但是它
为求解一般线性规划问题提供了一些启示:
(1) 若线性规划问题的可行域存在, 则可行域是凸集.
(2) 若线性规划问题的最优解存在, 则

§10.2.1 图解法

最优解或最优解之一
     (有无穷多解时) 是可行域的某个顶点.
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§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

     

§10.2.1 图解法

单纯形法的基本思路: 先找出可行域的任一顶点, 计算在该顶
点处的目标函数值, 检查周围相邻顶点的目标函数值是否比
这个值大, 如果是否, 则它就是最优解的点或最优解的点之
一; 否则, 转到比这个点的目标函数值更大的另一顶点. 重复
上述过程, 直至找到使目标函数值达到最大的顶点为止.

计算方法

计算群主
Polygon


计算群主
Line
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

max z =

因目标函数和约束条件内容和形式上的差别, 线性规划问题
的表示形式是多种多样的. 因此, 为便于后续方法的描述, 有

必要规定线性规划问题的标准形式

§10.2.2 标准形式

:
n∑

i=1

cixi, (2)

s. t.


n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · ·m, (3a)

n.

在标准形式中, 目标函数为求极大值


xj > 0, j = 1, 2,

,
· ·

约

·

束条件全为等式,
(3b)
约

束条件右端常数项 bi 全为非负值, 变量 xj 均取非负值.

计算方法



. . . . . .

max z =

因目标函数和约束条件内容和形式上的差别, 线性规划问题
的表示形式是多种多样的. 因此, 为便于后续方法的描述, 有

必要规定线性规划问题的标准形式

§10.2.2 标准形式

:
n∑

i=1

cixi, (2)

s. t.


n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · ·m, (3a)

n.

在标准形式中, 目标函数为求极大值


xj > 0, j = 1, 2,

,
· ·

约

·

束条件全为等式,
(3b)
约

束条件右端常数项 bi 全为非负值, 变量 xj 均取非负值.

计算方法



化标准形



松弛
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.2.2 标准形式

对于不符合标准形式的线性规划问题, 可通过下列变换进行转化:

(1) 若目标函数为求极小值, 即 min z =
n∑

i=1

cixi, 可令 z̃ = −z, 则原问题可化为

max z̃ =
(
−

n∑
i=1

cixi
)
, 这就与标准形式中的目标函数一致了;

(2) 若约束条件是不等式, 有两种情况 ,: 一种是约束方程为 “6” 不等式 可在不等

(3) 若约束条件的右端项 bi < 0, 可将等式两端乘以”−1”,

式的左端加入一个非负变量; 另一种是约束方程为 “>” 不等式, 可在不等式的

左端减去一个非负变量, 新加入的变量称为松弛变量, 则可将不等式约束化
为等式约束.

则等式右端项必大于
零;

(4) 若约束条件 xk 6 0, 可令 xk+1 = −xk, 则化为约束条件 xk+1 > 0;
(5) 若存在取值无约束的变量 xk, 可令 xk = xk+1 − xk+2, 则化为约束条件

xk+1, xk+2 > 0.
不难证明,任何形式的线性规划问题都可以化为标准形式.

计算方法



化标准形



m maxin



标准形式





. . . . . .

max z =

§10.2.2 标准形式

标准形
n∑

i=1

cixi, (2)

s. t.


n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · ·m, (3a)

n.

在标准形式中, 目标函数为求极大值


xj > 0, j = 1, 2,

,
· ·

约

·

束条件全为等式,
(3b)
约

束条件右端常数项 bi 全为非负值, 变量 xj 均取非负值.

计算方法



. . . . . .

§10.2.3 基本概念及定理

计算方法
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.2..

......

B =

设 A = (aij)m×n 为等式约束条件(3a)的系数矩阵, 其中 m < n,
rank(A) = m. 若 B 是 A 的一个 m× m 满秩子矩阵, 则称 B 是线性

规划问题的一组基. 不失一般性, 可设
a11 a12 · · · a1m
...

... · · ·
...

am1 am2 · · · amm

 =
(
p1, p2, · · · , pm

)
,

其中 B 中的每一个列向量 pj 称为基向量, 与基向量 pj 对于的变量

xj 称为基变量. 线性规划问题中除基变量以外的变量称为非基变量.

计算方法
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.3..

......

̸ , 知由 m
在等式约束条件(3a)中, 若令所有非基变量
xm+1 = xm+2 = · · · = xn = 0, 又因 det(B) = 0 个约束
方程可解出 m 个基变量的唯一解 xB = (x1, x2, · · · , xm)T. 将

这个解加上非基变量均取 0 的值, 有

计算方法

x = (x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0)T, 称 x 为线性规划问题的基解.

满足所有等式约束且非基变量全取0的
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.3..

......

在等式约束条件(3a)中, 若令所有非基变量
xm+1 = xm+2 = · · · = xn = 0, 又因 det(B) ̸= 0, 知由 m 个约束
方程可解出 m 个基变量的唯一解 xB = (x1, x2, · · · , xm)T. 将
这个解加上非基变量取 0 的值, 有

x = (x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0)T, 称 x 为线性规划问题的基解.

计算方法

满足所有等式约束且非基变量全取0

满足所有等式约束(3a)及非负约束(3b)的解称为
可行解.

的



第十章最优化

计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.3..

......

在等式约束条件(3a)中, 若令所有非基变量
xm+1 = xm+2 = · · · = xn = 0, 又因 det(B) ̸= 0, 知由 m 个约束

n

方程可解出 m 个基变量的唯一解 xB = (x1, x2, · · · , xm)T. 将
这个解加上非基变量取 0 的值, 有

x = (x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0)T, 称 x 为线性规划问题的基解.

注意, 在线性规划问题求解过程中, 基是可以变化的, 此时基
向量, 基变量, 基解等也随之变化.
容易看出, 在基解中变量取非零值的个数不大于方程个数 m,)
故基解的总数不超过

(
m .

计算方法







. . . . . .

max z =

线性规划问题的

回 顾 标准形

标准形式

n∑
i=1

cixi, (2)

s. t.


n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · ·m, (3a)

n.


xj > 0, j = 1, 2, · · · (3b)

束条件右端常数项 bi 全为非负值, 变量 xj 均取非负值
在标准形式中, 目标函数为求极大值, 约束条件全为等式, 约

.

计算方法
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.4..
......

.

满足非负约束条件(3b)的基解称为基可行解.

定义 10.5..
......与基可行解对应的基称为可行基.

计算方法













计算方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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方法

化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.6..

......

设 C 是 n 维欧式空间的一个点集, 若对任意的 x1, x2 ∈ C, 均
有

λx1 + (1− λ)x2 ∈ C, ∀λ ∈ [0, 1],

任何两个凸集的交集是凸集

即 x1 与 x2 连线上的所有点也都在 C 中, 则称 C 是凸集.

从直观上看, 凸集没有凹入部分, 其内部没有空洞. 实心圆,
实心球体, 实心立方体等都是凸集, 而圆环就不是凸集.

.

计算方法





计算方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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方法

化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.7..

......

设 x1, x2, · · · , xk 是 n 维欧式空间中的点, 若存在实数
0 6 λ1, λ2, · · · , λk 6 1, 且 λ1 + λ2 + · · ·+ λk = 1, 使

当 0 < λi < 1 (i = 1, 2, · · · , k) 时, 称为严格凸组合

x = λ1x1 + λ2x2 + · · ·+ λkxk,

则称 x 是 x1, x2, · · · , xk 的凸组合.
.

计算方法



计算方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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方法

化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定义 10.8..

......

x = λx1 + (1− λ)x2

设 C 是 n 维欧式空间的一个凸集, 点 x ∈ C, 若不存在不同
的两点 x1 ∈ C 和 x2 ∈ C 使得

, 0 < λ < 1,

成立, 则称 x 是 C 的一个顶点或极点.

计算方法





计算方法

§10.1
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方法

线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

..

定理 10.1

......

.

若线性规划问题的可行域存在,则它是凸集.

..

......
线性规划问题的可行解 x = (x1, x2, · · · , xn)T 为基可行解
的充要条件是 x 的正分量所对应的系数列向量是线
性无关的.

计算方法

引理 10.1



计算方法

§10.1
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方法

线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

定理 10.1..
......

.

若线性规划问题的可行域存在,则它是凸集.

引理 10.1..

......

.

线性规划问题的可行解 x = (x1, x2, · · · , xn)T 为基可行解
的充要条件是 x 的正分量所对应的系数列向量是线
性无关的.

..定理 10.2

......线性规划问题的基可行解对应于可行域的顶点.

计算方法



定理 10.2

线性规划问题的基可行解对应于可行域的顶点.
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

..
定理 10.3

......
若线性规划问题的可行域有界,则必存在一个

基可行解是最优解.

计算方法

x不是基可行解        x不是可行域的顶点
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

§10.2.3 基本概念及定理

..

定理 10.3

......

若线性规划问题的可行域有界,则必存在一个

若可行域无界,则可能无最优解,也可能有最优解.

若有最优解,则也必在某顶点上取到

基可行解是最优解.

如果目标函数在多个顶点达到最大值, 那么在这些顶点的凸
组合上也达到最大值, 此时线性规划问题有无穷多最优解.

.

计算方法



. . . . . .

不超过
(n

若线性规划问题有最优解,则必可在某顶点上取到. 又因可行
域的顶点数是有限的, 若采用枚举法找出所有基可行解, 总数

m
)
, 则通过比较可找到最优解.

当n,m的值较大时,该方法的时间复杂度迅速增

加, 不能满足实际应用的需求.

计算方法



. . . . . .

计算方法

一般地, 在线性规划问题的等式约束条件(3a)中, 方程组中的
变量数大于方程的个数, 即 n > m, 方程组有无穷多解. 结合
非负约束条件(3b), 线性规划问题的可行域常构成 Rn 中的多

面体, 它由一系列单纯形组合而成.

在 n 维欧式空间中, 零维的单纯形是点, 一维的单纯形是线
段, 二维的单纯形是三角形, 三维的单纯形是四面体, k 维的
单纯形是有 k+ 1 个顶点的多面体.



计算方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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方法

化

. . . . . .

单纯形法采用迭代的策略,基本思路为: 先找出一个基可行
解, 判断其是否为最优解, 若为否, 则转换到相邻的基可行解,
并使目标函数值不断增大,一直找到最优解为止

§10.3.1 迭代原理

.

计算方法





. . . . . .

max z =

线性规划的标准形式

n∑
i=1

cixi,

s. t.

(3)


n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, 2, · · ·m,

n.

在标准形式中, 目标函数为求极大值


xj > 0, j = 1, 2,

,
· ·

约

·

束条件全为等式,
束条件右端常数项 bi 全为非负值, 变量 xj 均取非负值

(3a)

(3b)
约

.

计算方法
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计算方法

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

(
p1,p2, · · · ,pm

)
=


对标准形式的线性规划问题, 在等式约束条件(3a)中, 不
失一般性, 总存在一个由单位阵构成的基,

1. 确定初始基可行解

§10.3.1 迭代原理
.

即


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
... ... · · · ...
0 0 · · · 1

 .

令等式约束条件(3a)中所有非基变量等于零, 可找到一个
解 x = (x1, x2, · · · , xm, 0, · · · , 0)T =

(b1, b2, · · · , bm, 0, · · · , 0)T. 又因 bi > 0, 故 x 满足不等式
约束条件(3b), 是一个基可行解.

计算方法



计算方法

§10.1
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方法

线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.1 迭代原理

设初始基可行解中的前 m 个为基变量,
2. 从一个基可行解转换为相邻的基可行解.

即
x0 = (x01, x02, · · · , x0m, 0, · · · , 0)T, 其中
x0i > 0, i = 1, 2, · · · ,m. 等式约束条件(3a) 可写成增广矩
阵的形式:


1 0 · · · 0 a1,m+1 · · · a1j · · · a1n b1
0 1 · · · 0 a2,m+1 · · · a2j · · · a2n b2
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 1 am,m+1 · · · amj · · · amn bm
↑
p1

↑
p2 · · ·

↑
pm

↑
pm+1 · · ·

↑
pj · · ·

↑
pn

↑
b

计算方法
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计算方法

  

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

由基可行解的定义,

§10.3.1 迭代原理

知
m∑
i=1

x0i pi = b.

又因 p1,p2, · · · ,pm 构成一组基, 故向量 pj 可表示为

pj =
m∑
i=1

aijpi.

对任意的 λ > 0, 从而有
m∑
i=1

x0i pi+λ
(
pj−

m∑
i=1

aijpi
)
= b⇐⇒

m∑
i=1

(x0i−λaij)pi+λpj = b.

计算方法
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§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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方法

化

. . . . . .

§10.3.1 迭代原理

若记
x1 = (x01−λa1j, x02−λa2j, · · · , x0m−λamj, 0, · · · , λ, · · · , 0)T,
显然 x1 也满足等式约束条件(3a). 要使 x1 成为一个基
可行解, 则 λ 需满足

x0i − λaij > 0, i = 1, 2, · · · ,m,

且其中至少有一个不等式取到等号. 显然, 当 aij 6 0 时,
上述不等式对 λ > 0 总成立. 若取

λ = min
i

{ x0i
aij

∣∣∣ aij > 0
}
=

x0l
alj

,

容易验证 x1 是一个基可行解.
计算方法
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§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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化

. . . . . .

§10.3.1 迭代原理

将变量 x1, · · · , xl−1, xj, xl+1, · · · , xm 对应的向量和 b 写成
增广矩阵的形式:



1 0 · · · 0 a1j 0 · · · 0 b1
0 1 · · · 0 a2j 0 · · · 0 b2
... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 1 al−1,j 0 · · · 0 bl−1

0 0 · · · 0 al,j 0 · · · 0 bl
0 0 · · · 0 al+1,j 1 · · · 0 bl+1

... ... ... ... ... ... ...
0 0 · · · 0 am,j 0 · · · 1 bm
↑
p1

↑
p2 · · ·

↑
pl−1

↑
pj

↑
pl+1 · · ·

↑
pm

↑
b

计算方法
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§10.1
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方法

线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.1 迭代原理

因 alj > 0, 故 p1,p2, · · · ,pl−1,pj,pl+1, · · · ,pm 构成一组
基. 对上述增广矩阵施行初等行变换: 第 l 行乘以
(1/alj), 再分别乘以 (−aij) 加到第 i 行上去,
i = 1, · · · , l− 1, l+ 1, · · · ,m, 得变换后的向量
b = (b1 − λa1j, · · · , bl−1 − λal−1,j, λ, bl+1 −
λal+1,j, · · · , bm − λamj)T. 明显地, x1 是与 x0 相邻的一个
基可行解, 且相应基向量组成的矩阵仍是单位阵.

计算方法
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.1 迭代原理

将基可行解 x0 和 x1 分别代入目标函数(3)
3. 最优性检验和解的判断.

得

z0 =
m∑
i=1

cix0i ,

z1 =
m∑
i=1

ci(x0i − λaij) + λcj = z0 + λ
(
cj −

m∑
i=1

ciaij
)
.

又因 λ > 0, 故当 cj −
m∑
i=1

ciaij > 0 时, 就有 z1 > z0. 若
m

i
记 σj = cj −

∑
=1

ciaij, 则 σj 可用作线性规划问题的解进

行最优性检验的指标.
计算方法

计算群主
Square
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第十章最优化
方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.1 迭代原理

具体的判别规则如下:

(c) 当存在某个 σj > 0, 且 pj 6 0, 这意味着对任意 λ > 0,

(a) 当所有的 σj 6 0 时, 现有基可行解的目标函数值比起相
邻各基可行解的目标函数值都大, 又因可行域是凸集, 故
该基可行解是最优解.

(b) 当所有的 σj 6 0, 且存在某个非基变量 xk, 使得 σk = 0,
这意味着可以找到另外一个基可行解使目标函数值取到
最大值, 从而它们之间连线上的点也都取到最大值, 故线
性规划问题存在无穷多解. 反之, 当所有非基变量的
σj < 0 时, 线性规划问题具有唯一的最优解.

均
有 xi0 − λaij > 0, 而 λ 的取值可无限增大, z1 的值也可无
限增大, 故线性规划问题有无界解.

对求解结果为无可行解的判别将在后面讨论.
计算方法
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

为检验一个基可行解是否最优, 需要将其目标函数值与相邻
基可行解的目标函数值进行比较. 为了书写规范和便于计算,
下面引入一种称为单纯形表的表格

单纯形表

:

计算方法
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

为检验一个基可行解是否最优, 需要将其目标函数值与相邻
基可行解的目标函数值进行比较. 为了书写规范和便于计算,
下面引入一种称为单纯形表的表格:

计算方法

单纯形表

(3)
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方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

为检验一个基可行解是否最优, 需要将其目标函数值与相邻
基可行解的目标函数值进行比较. 为了书写规范和便于计算,
下面引入一种称为单纯形表的表格:

cj → c1 · · · cm · · · cj · · · cn
cB xB b x1 · · · xm · · · xj · · · xn
c1 x1 b1 1 · · · 0 · · · a1j · · · a1n
c2 x2 b2 0 · · · 0 · · · a2j · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

cm xm bm 0 · · · 1 · · · amj · · · amn

σj 0 · · · 0 · · · cj −
m∑
i=1

ciaij · · · cn −
m∑
i=1

ciain

计算方法

单纯形表



计算方法

第十章最优化
方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

其中

− xB 列中填入基变量, 这里是 x1, x2, · · · , xm;

− cB 列中填入目标函数中基变量的相应系数, 这里是
c1, c2, · · · , cm;

− b 列中填入等式约束方程组右端的常数;

− xj 列中填入等式约束中变量 xj 对应的系数向量;

− cj 行中填入目标函数中变量 xj 的相应系数;
m

i

− σj 行中填入非基变量 xj 的检验指标 cj −
∑
=1

ciaij.

在迭代计算过程中, 每找出一个新的基可行解时, 就重新建立一张
单纯形表.

计算方法

单纯形表
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§10.1
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方法

线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

.

计算实例

例 10.4..

......

用单纯形法解线性规划问题

max z = 2x1 + 5x2
4x1 + 2x2 6 18,

4x1 + x2 6 16,

x1 + 3x2 6 12,

x1, x2 > 0.

计算方法
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非基

基变量

变量



σj



c c c c c

指标



非基指标最大且正者  基

比值最小且正者  基

计算群主
Ink

计算群主
Ink





c c c c c

σj

非基指标最大且正者  基

比值最小且正者  基

计算群主
Ink



c c c c c
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计算方法

 

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

σk = ck −

1. 根据线性规划模型的标准形式确定初始可行基和
单纯形法的计算步骤

§10.3.2 计算步骤

:
初始基可行

解, 建立单纯形表;
2. 计算各非基变量 xk 的检验指标

m∑
i=1

ciaik, k = m+ 1,m+ 2, · · · , n.

若 σk 6 0 对所有 k = m+ 1,m+ 2, · · · , n 成立, 则已得到最优
解, 算法终止. 否则, 进入下一步.

3. 在 σk > 0 (m+ 1 6 k 6 n) 中, 若有某个 σj 对应的 xj 的系数向
量 pj 6 0, 则该线性规划问题有无界解, 算法终止. 否则, 进入
下一步.

计算方法

非基指标
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计算方法

方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.2 计算步骤
4. 根据 max{σk} = σj, 确定 xj 为换入变量, 按公式

λ = min
i

{ x0i
aij

∣∣∣ aij > 0
}
=

x0l
alj

可确定 xl 为换出变量;

变换, 将变量 xj

5. 以 alj 为主元素, 对等式约束条件(3a)的增广矩阵施行初等行
对应的列向量

pj =



a1j
...
alj
...
amj


=⇒



0
...
1
...
0


←第 l行,

并将 xB 列中的 xl 换为 xj, 建立新的单纯形表.
6. 重复上述步骤 2-5, 直至算法终止.

计算方法
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§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
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化

. . . . . .

§10.3.2 计算步骤

单纯形法计算中的几个问题
初始基可行解的寻找. 在前面, 曾假设在等式约束条
件(3a)中存在一个单位阵构成的基, 以此求初始基可行解
和建立初始单纯形表十分方便. 但是, 有化为标准形式后
等式约束条件的系数矩阵中不存在子单位矩阵的例子.
对于这种情形, 可以采用人工变量法或两阶段法来处理.

计算方法
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方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.2 计算步骤

解的退化. 在按最小比值 λ 来确定换出的基变量时, 可
能会出现两个或以上相同的最小比值, 从而使下一个表
的基可行解中出现一个或多个基变量等于零的退化解.
该现象出现的原因是模型中存在多余的约束, 使得多个
基可行解对应于同一顶点. 当退化解出现时, 就可能出现
迭代计算的无限循环, 尽管可能性极其微小. 为避免出现
计算的循环, 可采用勃兰特 (Bland) 规则: (a) 当存在多
个 σj > 0 时, 始终选取下标最小的变量作为换入变量;
(b) 当计算 λ 值出现两个或以上相同的最小值时, 始终选
取下标最小的变量作为换出变量.

计算方法
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方法

§10.1 线性规划问题

§10.2 线性规划问题的
几何意义

§10.3 单纯形法

§10.4 非线性优化问题

§10.5 一维搜索

§10.6 无约束非线性优
化

. . . . . .

§10.3.2 计算步骤

无可行解的判别. 当线性规划问题中添加人工变量后, 初
始单纯形表中的解因含人工变量, 故实质上是非可行的.
当求解结果出现所有 σj 6 0 时, 若基变量中仍含有非零
的人工变量, 则表明该线性规划问题无可行解.

计算方法
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计算群主
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表10.8:第二次迭代的单纯形表
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Line

计算群主
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换目标（即换系数）

计算群主
Line
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§10.3.2 计算步骤

在实际应用中, 尽管单纯形法非常有效, 但在理论上, 其算法
时间复杂度仍是指数级别的. 一个自然的问题是: 能否找到算

法时间复杂度更低的算法? 在此驱动下, 产生了内点法，
其算法时间复杂度是多项式级别的, 是求解线性规划问题的
另一有效方法.

计算方法
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