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作业 3 T1

构造积分 ̄𝐼(𝑓) = ∫
2ℎ

−ℎ
𝑓(𝑥) d𝑥 的数值积分公式

𝐼(𝑓) = 𝑎−1𝑓(−ℎ) + 𝑎0𝑓(0) + 𝑎1𝑓(2ℎ)，ℎ > 0；

积分对 𝑝0(𝑥) = 1, 𝑝1(𝑥) = 𝑥, 𝑝2(𝑥) = 𝑥2 无误差，对应方程组
⎧{
⎨{⎩

𝑎−1 + 𝑎0 + 𝑎1 = 3ℎ
−2𝑎−1 + 4𝑎1 = 3ℎ
𝑎−1 + 4𝑎1 = 3ℎ
⇒ 𝑎−1 = 0, 𝑎0 = 2.25ℎ, 𝑎1 = 0.75ℎ
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作业 3 T2

分别利用梯形公式和 Simpson 公式求如下积分及其误差 (计算结果至少保留小

数点后 4 位)：∫
2

0
𝑒−𝑥 sin 𝑥 d𝑥。

准确值：∫
2

0
𝑒−𝑥 sin 𝑥 d𝑥 = −1

2𝑒−𝑥(sin 𝑥 + cos 𝑥)∣
2

0
≈ 0.46663；

𝑓(0) = 0, 𝑓(1) ≈ 0.30956, 𝑓(2) ≈ 0.12306；
Simpson 公式:𝐼1 = 𝑏 − 𝑎

6 (𝑓(𝑎) + 4𝑓 (𝑎 + 𝑏
2 ) + 𝑓(𝑏)) ≈ 0.4538，误差约为

0.0128；
梯形公式：𝐼2 = 𝑏 − 𝑎

2 (𝑓(𝑎) + 𝑓(𝑏)) ≈ 0.12306，误差约为 0.3436。
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作业 3 T3

记 𝐼(𝑓) = ∫
2

−2
𝑓(𝑥) d𝑥，设 𝑆(𝑓(𝑥)) 为其数值积分公式，其中

𝐼(𝑓) ≈ 𝑆(𝑓(𝑥)) = 𝐴𝑓(−𝛼) + 𝐵𝑓(0) + 𝐶𝑓(𝛼).
(1) 试确定参数 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝛼 使得该数值积分公式具有尽可能高的代数精度，并
确定该公式的代数精度 (需给出求解过程)；
(2) 设 𝑓(𝑥) 足够光滑 (可微)，求该数值积分公式的误差。

取 𝐴 = 𝐶，积分对 𝑥2𝑘+1 无误差。积分对 𝑝0(𝑥) = 1,
𝑝2(𝑥) = 𝑥2, 𝑝4(𝑥) = 𝑥4 无误差，对 𝑝6(𝑥) = 𝑥6 可能有误差。

对应方程组

⎧{{
⎨{{⎩

2𝐴 + 𝐵 = 4
𝐴𝛼2 = 8

3
𝐴𝛼4 = 32

5

⟹

⎧{{
⎨{{⎩

𝐴 = 𝐶 = 10
9

𝐵 = 16
9

𝛼 = 2
5

√
15

，代数精度为 5 次。

误差为 𝐸(𝑓) = 𝐸(𝑥6)
6! 𝑓 (6)(𝜉) = (∫

2

−2
𝑥6 d𝑥 − 𝑆(𝑥6)) 𝑓 (6)(𝜉)

216 =

64
7875𝑓 (6)(𝜉), 𝜉 ∈ [−2, 2]
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−2
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(𝑥6 − 24
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作业 3 T4

求满足下表数据以及边界条件 𝑆″(−2) = 𝑆″(2) = 0(𝑛 = 3) 的三次样条插值函
数 𝑆(𝑥)，并计算 𝑆(0) 的值。注意：𝑛 为小区间个数。

𝑥 −2.00 −1.00 1.00 2.00
𝑓(𝑥) −4.00 2.00 2.50 1.50

𝑆𝑖(𝑥) = 𝑎𝑖 + 𝑏𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖) + 𝑐𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖)2 + 𝑑𝑖(𝑥 − 𝑥𝑖)3, 𝑖 = 0, 1, 2
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𝑀𝑖 = 0, 𝑖 = 0, 3，其中 ℎ𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖。解方程组得到：

𝑆(𝑥) =
⎧{
⎨{⎩

−4 + 6.25(𝑥 + 2)2 − 0.25(𝑥 + 2)3, 𝑥 ∈ [−2, −1]
2 + 1.75(𝑥 + 1) − 0.75(𝑥 + 1)2 + 0.09375(𝑥 + 1)3, 𝑥 ∈ [−1, 1]
2.5 − 0.9375(𝑥 − 1) − 0.1875(𝑥 − 1)2 + 0.0625(𝑥 − 1)3, 𝑥 ∈ [1, 2]
故 𝑆(0) = 3.5625 = 57
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作业 4
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作业 4 T1

给定函数 𝑓(𝑥) 离散值如下：

𝑥 0.00 0.02 0.04 0.06
𝑓(𝑥) 2.5 1.0 2.0 3.5

分别用向前、向后以及中心差商公式计算 𝑓 ′(0.02) 和 𝑓 ′(0.04)；

向前差分：

𝑓 ′(0.02) = 𝑓(0.04) − 𝑓(0.02))
0.02 = 50, 𝑓 ′(0.04) = 𝑓(0.06) − 𝑓(0.04)

0.02 = 75;
向后差分：

𝑓 ′(0.02) = 𝑓(0.02) − 𝑓(0.00)
0.02 = −75, 𝑓 ′(0.04) = 𝑓(0.04) − 𝑓(0.02)

0.02 = 50;
中心差分：

𝑓 ′(0.02) = 𝑓(0.04) − 𝑓(0.00)
0.04 = −12.5, 𝑓 ′(0.04) = 𝑓(0.06) − 𝑓(0.02)

0.04 = 62.5。
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作业 4 T2

用 3 点的 Gauss-Legendre 数值积分公式求积分 ∫
2

0
𝑒−𝑥 sin(𝑥) d𝑥 及其积分误差；

准确值：0.4666。
先换元 ∫

1

−1
𝑒−𝑡−1 sin(𝑡 + 1) d𝑡，记 𝑔(𝑡) = 𝑒−𝑡−1 sin(𝑡 + 1)，

𝐼(𝑔) = 5
9𝑔 (−√3

5) + 8
9𝑔(0) + 5

9𝑔 (√3
5) ≈ 0.4665，
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9𝑔 (√3
5) ≈ 0.4665，
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作业 4 T3

试推导积分 ∫
2

0
(𝑥 − 1)2𝑓(𝑥) d𝑥 的 2 点 Gauss 积分公式，这里 (𝑥 − 1)2 为权重

函数；

先换元为 ∫
1

−1
𝑡2𝑓(𝑡 + 1) d𝑡，此时通过 𝐺 − 𝑆 正交化得到正交多项式为：

𝑝2(𝑡) = 𝑡2 − 3
5，节点为 𝛼1 = −√3

5, 𝛼2 = √3
5，由于对称性，

权重相等，代入 𝑓(𝑡) = 1 时无误差，得到 𝑊1 = 𝑊2 = 1
3，

故 𝐼(𝑓) = 1
3𝑓 (1 − √3

5) + 1
3𝑓 (1 + √3

5)。
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作业 4 T4

设函数 𝑓(𝑥) 充分光滑，试推导如下数值微分公式，使其截断误差为
𝑂(ℎ4), 𝑓 ′(𝑥) = 1

ℎ(𝐴𝑓(𝑥 − 2ℎ) + 𝐵𝑓(𝑥 − ℎ) + 𝐶𝑓(𝑥) + 𝐷𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝐸𝑓(𝑥 + 2ℎ))。

作 Taylor 展开至 𝑂(ℎ5)，有：
𝑓(𝑥 + ℎ) = 𝑓(𝑥) + ℎ𝑓 ′(𝑥) + 1

2ℎ2𝑓″(𝑥) + 1
6ℎ3𝑓‴(𝑥) + 1

24ℎ4𝑓⁗(𝑥) + 𝑂(ℎ5)

𝑓(𝑥 − ℎ) = 𝑓(𝑥) − ℎ𝑓 ′(𝑥) + 1
2ℎ2𝑓″(𝑥) − 1

6ℎ3𝑓‴(𝑥) + 1
24ℎ4𝑓⁗(𝑥) + 𝑂(ℎ5)

𝑓(𝑥 + 2ℎ) = 𝑓(𝑥) + 2ℎ𝑓 ′(𝑥) + 2ℎ2𝑓″(𝑥) + 4
3ℎ3𝑓‴(𝑥) + 2

3ℎ4𝑓⁗(𝑥) + 𝑂(ℎ5)

𝑓(𝑥 − 2ℎ) = 𝑓(𝑥) − 2ℎ𝑓 ′(𝑥) + 2ℎ2𝑓″(𝑥) − 4
3ℎ3𝑓‴(𝑥) + 2

3ℎ4𝑓⁗(𝑥) + 𝑂(ℎ5)
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作业 4 T4
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+ (2𝐴 + 1
2𝐵 + 1

2𝐷 + 2𝐸)ℎ2𝑓″(𝑥) + (−4
3𝐴 − 1

6𝐵 + 1
6𝐷 + 4

3𝐸)ℎ3𝑓‴(𝑥)

+ (2
3𝐴 − 1

24𝐵 + 1
24𝐷 + 2

3𝐸)ℎ4𝑓⁗(𝑥)
≔ℎ𝑓 ′(𝑥) + 𝑂(ℎ5)
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作业 4 T4

设函数 𝑓(𝑥) 充分光滑，试推导如下数值微分公式，使其截断误差为
𝑂(ℎ4), 𝑓 ′(𝑥) = 1

ℎ(𝐴𝑓(𝑥 − 2ℎ) + 𝐵𝑓(𝑥 − ℎ) + 𝐶𝑓(𝑥) + 𝐷𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝐸𝑓(𝑥 + 2ℎ))。

⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷 + 𝐸 = 0
−2𝐴 − 𝐵 + 𝐷 + 2𝐸 = 1
(2𝐴 + 1

2𝐵 + 1
2𝐷 + 2𝐸 = 0

−4
3𝐴 − 1

6𝐵 + 1
6𝐷 + 4

3𝐸 = 0
2
3𝐴 − 1

24𝐵 + 1
24𝐷 + 2

3𝐸 = 0

⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝐴 = 1
12

𝐵 = −2
3

𝐶 = 0
𝐷 = 2

3
𝐸 = 1

12
因此数值微分公式为

𝑓 ′(𝑥) = −𝑓(𝑥 + 2ℎ) + 8𝑓(𝑥 + ℎ) − 8𝑓(𝑥 − ℎ) + 𝑓(𝑥 − 2ℎ)
12ℎ + 𝑂(ℎ4)。
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作业 4 T4

设函数 𝑓(𝑥) 充分光滑，试推导如下数值微分公式，使其截断误差为
𝑂(ℎ4), 𝑓 ′(𝑥) = 1
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⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷 + 𝐸 = 0
−2𝐴 − 𝐵 + 𝐷 + 2𝐸 = 1
(2𝐴 + 1

2𝐵 + 1
2𝐷 + 2𝐸 = 0

−4
3𝐴 − 1

6𝐵 + 1
6𝐷 + 4

3𝐸 = 0
2
3𝐴 − 1

24𝐵 + 1
24𝐷 + 2

3𝐸 = 0

⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩
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𝐵 = −2
3
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𝐸 = 1

12

因此数值微分公式为
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12ℎ + 𝑂(ℎ4)。

陈文轩 习题课 2 2025 年 4 月 2 日 14 / 19



作业 4 T4

设函数 𝑓(𝑥) 充分光滑，试推导如下数值微分公式，使其截断误差为
𝑂(ℎ4), 𝑓 ′(𝑥) = 1

ℎ(𝐴𝑓(𝑥 − 2ℎ) + 𝐵𝑓(𝑥 − ℎ) + 𝐶𝑓(𝑥) + 𝐷𝑓(𝑥 + ℎ) + 𝐸𝑓(𝑥 + 2ℎ))。

⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝐴 + 𝐵 + 𝐶 + 𝐷 + 𝐸 = 0
−2𝐴 − 𝐵 + 𝐷 + 2𝐸 = 1
(2𝐴 + 1

2𝐵 + 1
2𝐷 + 2𝐸 = 0

−4
3𝐴 − 1

6𝐵 + 1
6𝐷 + 4

3𝐸 = 0
2
3𝐴 − 1

24𝐵 + 1
24𝐷 + 2

3𝐸 = 0

⇒

⎧{{{{{
⎨{{{{{⎩

𝐴 = 1
12

𝐵 = −2
3

𝐶 = 0
𝐷 = 2

3
𝐸 = 1

12
因此数值微分公式为

𝑓 ′(𝑥) = −𝑓(𝑥 + 2ℎ) + 8𝑓(𝑥 + ℎ) − 8𝑓(𝑥 − ℎ) + 𝑓(𝑥 − 2ℎ)
12ℎ + 𝑂(ℎ4)。

陈文轩 习题课 2 2025 年 4 月 2 日 14 / 19



课堂作业
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课堂作业 1

推导二阶导数的微分误差

𝑓(𝑥) − 𝐿2(𝑥) = 𝑓‴(𝜉)
3! (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

𝑓″(𝑥) − 𝐿″
2(𝑥)

=2 ( d
d𝑥

𝑓‴(𝜉)
3! ) ((𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2) + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1) + (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥2))

+ ( d2

d𝑥2
𝑓‴(𝜉)

3! ) (𝑥 − 𝑥0)(𝑥 − 𝑥1)(𝑥 − 𝑥2)

+ 2 ⋅ 𝑓‴(𝜉)
3! ((𝑥 − 𝑥0) + (𝑥 − 𝑥1) + (𝑥 − 𝑥2))

𝑓″(𝑥0) − 𝐿″
2(𝑥0) = 2 ( d

d𝑥
𝑓‴(𝜉)

3! ) 2ℎ2 + 𝑓‴(𝜉)
3! (−6ℎ) = 𝑂(ℎ)
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课堂作业 2

计算 Runge-Kutta 方法中的 𝑦‴, 𝑦⁗

𝑦′(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦)
𝑦″(𝑥) = 𝑓𝑥(𝑥, 𝑦) + 𝑓𝑦(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝑦′(𝑥) = 𝑓𝑥 + 𝑓𝑓𝑦
𝑦‴(𝑥) = 𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑥𝑦𝑦′ + 𝑓𝑦(𝑓𝑥 + 𝑓𝑓𝑦) + 𝑓(𝑓𝑥𝑦 + 𝑓𝑦𝑦𝑓𝑦)

= 𝑓𝑥𝑥 + 2𝑓𝑥𝑦𝑓 + 𝑓𝑦𝑦𝑓2 + 𝑓𝑥𝑓𝑦 + 𝑓𝑓2
𝑦

d
d𝑥𝑓𝑥𝑥 = 𝑓𝑥𝑥𝑥 + 𝑓𝑥𝑥𝑓, d

d𝑥(𝑓𝑥𝑦)𝑓 = 𝑓𝑥𝑦(𝑓𝑥 + 𝑓𝑓𝑦) + (𝑓𝑥𝑥𝑦 + 𝑓𝑥𝑦𝑦𝑓)𝑓
d

d𝑥(𝑓𝑦𝑦𝑓2) = (𝑓𝑥𝑦𝑦 + 𝑓𝑦𝑦𝑦𝑓)𝑓2 + 2𝑓𝑓𝑦𝑦(𝑓𝑥 + 𝑓𝑓𝑦)
d

d𝑥(𝑓𝑥𝑓𝑦) = 𝑓𝑥(𝑓𝑥𝑥 + 𝑓𝑥𝑦𝑓) + 𝑓𝑥(𝑓𝑥𝑦 + 𝑓𝑦𝑦𝑓)
d

d𝑥(𝑓𝑓2
𝑦 ) = (𝑓𝑥 + 𝑓𝑓𝑦)𝑓2

𝑦 + 2𝑓𝑓𝑦(𝑓𝑥𝑦 + 𝑓𝑦𝑦𝑓)
𝑦⁗(𝑥) = 𝑓𝑓3

𝑦 + 4𝑓2𝑓𝑦𝑓𝑦𝑦 + 𝑓3𝑓𝑦𝑦𝑦 + 𝑓2
𝑦 𝑓𝑥 + 3𝑓𝑓𝑥𝑓𝑦𝑦 + 5𝑓𝑓𝑦𝑓𝑥𝑦 + 3𝑓𝑥𝑓𝑥𝑦

+3𝑓2𝑓𝑥𝑦𝑦 + 𝑓𝑦𝑓𝑥𝑥 + 3𝑓𝑓𝑥𝑥𝑦 + 𝑓𝑥𝑥𝑥
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课堂作业 2
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课堂作业 3

讨论梯形格式 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ
2 (𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1)) 的绝对稳定性，ℎ > 0。

令 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝑦，则有 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝜆
2 (𝑦𝑛 + 𝑦𝑛+1)。令 𝑧 = 𝜆ℎ，则

𝜉 = 𝑦𝑛+1
𝑦𝑛

= 2 + 𝑧
2 − 𝑧。由于 |𝜉| < 1 当且仅当 Re(𝑧) < 0(∗) ⇔ Re(𝜆) < 0，

故梯形格式是 A-稳定的。

(*) 对 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, |𝜉|2 = (2 + 𝑎)2 + 𝑏2

(2 − 𝑎)2 + 𝑏2，|𝜉|2 < 1 时应有
(2 + 𝑎)2 + 𝑏2 < (2 − 𝑎)2 + 𝑏2 ⇒ 4𝑎 < −4𝑎 ⇒ 𝑎 < 0，即 Re(𝑧) < 0。
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课堂作业 3
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2 (𝑓(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) + 𝑓(𝑥𝑛+1, 𝑦𝑛+1)) 的绝对稳定性，ℎ > 0。

令 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝜆𝑦，则有 𝑦𝑛+1 = 𝑦𝑛 + ℎ𝜆
2 (𝑦𝑛 + 𝑦𝑛+1)。令 𝑧 = 𝜆ℎ，则

𝜉 = 𝑦𝑛+1
𝑦𝑛

= 2 + 𝑧
2 − 𝑧。由于 |𝜉| < 1 当且仅当 Re(𝑧) < 0(∗) ⇔ Re(𝜆) < 0，

故梯形格式是 A-稳定的。

(*) 对 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖, |𝜉|2 = (2 + 𝑎)2 + 𝑏2

(2 − 𝑎)2 + 𝑏2，|𝜉|2 < 1 时应有
(2 + 𝑎)2 + 𝑏2 < (2 − 𝑎)2 + 𝑏2 ⇒ 4𝑎 < −4𝑎 ⇒ 𝑎 < 0，即 Re(𝑧) < 0。
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课堂作业 4

设 𝑓(𝑥) 为 ℝ 上的光滑实值函数，𝑟 ∈ ℝ 为 𝑓(𝑥) 的一个二重根，试推导牛顿迭
代法在根 𝑟 附近的收敛阶。
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