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第一章 矩阵之前

可能使用到的行列式计算：det

𝑎 𝑏

𝑥 𝑦

 = 𝑎𝑦 − 𝑏𝑥，

det


𝑎 𝑏 𝑐

𝑥 𝑦 𝑧

𝑝 𝑞 𝑟

 = 𝑎 det

𝑦 𝑧

𝑞 𝑟

 − 𝑏 det

𝑥 𝑧

𝑝 𝑟

 + 𝑐 det

𝑥 𝑦

𝑝 𝑞

 = 𝑎(𝑦𝑟 − 𝑧𝑞) − 𝑏(𝑥𝑟 − 𝑝𝑧) + 𝑐(𝑥𝑞 − 𝑝𝑦)。

1.1 向量及其计算

既有大小又有方向的量称为向量，通常使用粗体字母表示向量，例如 a, b, c等。向量可以用有序数组表示，
例如 a = (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛)，其中 𝑎𝑖 称为向量的第 𝑖个分量。

1.1.1 加法与数乘的定义

如果两个向量 a, b大小相等且方向相同，则称它们相等，记为 a = b，如果大小相等而方向相反，则称它们
互为反向量，记为 a = −b。向量的长度称为模，记为 |a|。模为 1的向量称为单位向量，模为 0的向量称为零向

量，零向量没有确定的方向。

向量的加法通过以下方法定义对于 a, b，将 a的终点与 b的起点重合，连接 a的起点与 b的终点得到的向量
称为 a + b。向量的减法定义为 a − b = a + (−b)。向量的数乘定义为对于实数 𝜆，𝜆a是一个与 a方向相同且模为
|𝜆 | |a|的向量，当 𝜆 < 0时，𝜆a与 a方向相反。显然 ∀a ≠ 0,

a
|a| 是与 a同向的单位向量。

显然向量的加法与数乘满足以下运算律：

1. 交换律：a + b = b + a；
2. 结合律：(a + b) + c = a + (b + c)；
3. 零元：a + 0 = a；
4. 负元：a + (−a) = 0；
5. 分配律：𝜆(a + b) = 𝜆a + 𝜆b；
6. 数乘结合律：(𝜆𝜇)a = 𝜆(𝜇a)；
7. 数乘分配律：(𝜆 + 𝜇)a = 𝜆a + 𝜇a；
8. 单位元：1a = a。
当使用有序数组 a = (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) 描述向量时，向量的加法与数乘可以通过分量来定义：a + b = (𝑎1 +

𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, · · · , 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)，𝜆a = (𝜆𝑎1, 𝜆𝑎2, · · · , 𝜆𝑎𝑛)。

1.1.2 向量的内积与夹角

定义 1.1

♣

对于使用有序数组描述的向量 a = (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛), b = (𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑛)，定义它们的内积为

a · b =
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖

对于任意向量 a, b, c与任意实数 𝜆, 𝜇，内积满足以下性质：



1.1 向量及其计算

命题 1.2

♠

1. a · b = b · a；
2. (a + b) · c = a · c + b · c；
3. (𝜆a) · (𝜇b) = (𝜆𝜇) (a · b)；
4. a · a ≥ 0，且当且仅当 a = 0时等号成立。

定义 1.3

♣

对于任意的向量 a，其模长可以通过内积定义为

|a| =
√

a · a

。

对于任意非零向量 a, b，定义它们的夹角为

𝜃 = arccos
a · b
|a| |b|

其中 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋。
若 𝜃 = 0或 𝜋，则称 a, b共线（平行）；若 𝜃 =

𝜋

2
，则称 a, b正交（垂直）。

例题 1.1计算 a = (1, 2, 3), b = (4, 5, 6)的内积与夹角。
解 a · b = 1 × 4 + 2 × 5 + 3 × 6 = 32, |a| =

√
12 + 22 + 32 =

√
14, |b| =

√
42 + 52 + 62 =

√
77, 𝜃 = arccos

32
7
√

22
。

例题 1.2证明：|𝑎 + 𝑏 | ≤ |𝑎 | + |𝑏 |
证明 由内积的定义，有 |𝑎+𝑏 |2 = (𝑎+𝑏) · (𝑎+𝑏) = 𝑎 ·𝑎+2𝑎 ·𝑏+𝑏 ·𝑏 = |𝑎 |2+2|𝑎 | |𝑏 | cos 𝜃+ |𝑏 |2 ≤ |𝑎 |2+2|𝑎 | |𝑏 | + |𝑏 |2 =

(|𝑎 | + |𝑏 |)2，取算数平方根即得。

例题 1.3证明 Cauchy不等式：
(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑏𝑖

)2
≤

(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎2
𝑖

) (
𝑛∑
𝑖=1
𝑏2
𝑖

)
证明 记 a = (𝑎1, · · · , 𝑎𝑛), b = (𝑏1, · · · , 𝑏𝑛)，则

(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑏𝑖

)2
= (a · b)2 = |a|2 |b|2 cos2 𝜃 ≤ |a|2 |b|2 =

(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎2
𝑖

) (
𝑛∑
𝑖=1
𝑏2
𝑖

)
。

1.1.3 R3向量的外积与混合积

定义 1.4

♣

对于 a = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), b = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) ∈ R3，记 i = (1, 0, 0), j = (0, 1, 0), k = (0, 0, 1)，则定义 a, b的外积为

a × b = det


i j k
𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

 = (𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2, 𝑎3𝑏1 − 𝑎1𝑏3, 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1)

显然 a × b与 a, b都垂直，且 |a × b| = |a| |b| sin 𝜃，其中 𝜃 为 a, b的夹角。

命题 1.5

♠

对于任意 a, b, c ∈ R3与任意实数 𝜆, 𝜇，外积满足以下性质：

1. a × b = −(b × a)；
2. (a + b) × c = a × c + b × c；
3. (𝜆a) × (𝜇b) = (𝜆𝜇)(a × b)；
4. (a × b) × c = (a · c)b − (b · c)a。
5. a × (b × c) = (a · c)b − (a · b)c。

2



1.2 数与数域

对于 a, b, c ∈ R3，如下定义其混合积：

定义 1.6

♣

a · (b × c) = (a × b) · c = det


𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3


混合积的几何意义为 a, b, c所张立的平行六面体的有向体积。
混合积有以下性质：

命题 1.7

♠

对于任意 a, b, c ∈ R3与任意实数 𝜆, 𝜇，混合积满足以下性质：

1. a · (b × c) = b · (c × a) = c · (a × b)；
2. a · (b × c) = −(a · (c × b))；

例题 1.4证明 Lagrange’s Identity：(a × b) · (c × d) = (a · c)(b · d) − (a · d)(b · c)。
证明 (a × b) · (c × d) = a · (b × (c × d)) = a · ((b · d)c − (b · c)d) = (a · c) (b · d) − (a · d) (b · c)

1.2 数与数域

1.2.1 复数与单位根

复数是形如 𝑎 + 𝑏𝑖的数，其中 𝑎, 𝑏 ∈ R, 𝑖2 = −1。复数的实部为 𝑎，虚部为 𝑏。复数的加法通过以下方式定义：

(𝑎 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖，乘法与实数的乘法类似：(𝑎 + 𝑏𝑖)(𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎𝑐 − 𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑖，除法定
义为

𝑎 + 𝑏𝑖
𝑐 + 𝑑𝑖 =

(𝑎 + 𝑏𝑖) (𝑐 − 𝑑𝑖)
(𝑐 + 𝑑𝑖)(𝑐 − 𝑑𝑖) =

𝑎𝑐 + 𝑏𝑑
𝑐2 + 𝑑2 +

𝑏𝑐 − 𝑎𝑑
𝑐2 + 𝑑2 𝑖，其中 𝑐 + 𝑑𝑖 ≠ 0。

在平面直角坐标系中使用向量 (𝑎, 𝑏) 表示复数 𝑎 + 𝑏𝑖，则复数的加法与向量的加法相同。向量 (𝑎, 𝑏) 的模长
为
√
𝑎2 + 𝑏2，称为复数的模。将 𝑥 轴正半轴逆时针旋转至向 (𝑎, 𝑏) 的方向所经过的角度称为复数的辐角，记为

Arg(𝑎 + 𝑏𝑖)。一个复数的幅角是不唯一的，因为可以加上任意整数倍的 2𝜋。通常使用幅角在 [0, 2𝜋)中的值作为
复数的幅角，称为幅角主值，记作 arg 𝑧。复数 𝑎 + 𝑏𝑖的共轭复数定义为 𝑎 + 𝑏𝑖 = 𝑎 − 𝑏𝑖。

复数的模长与幅角也可以唯一确定一个复数，称为复数的三角形式：𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)，其中 𝑟 = |𝑎 + 𝑏𝑖 |, 𝜃 =

Arg(𝑎 + 𝑏𝑖)。复数三角形式的乘法与除法有简单的形式：𝑟1 (cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)𝑟2 (cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2) = 𝑟1𝑟2 [cos(𝜃1 + 𝜃2) +
𝑖 sin(𝜃1 + 𝜃2)]，

𝑟1 (cos 𝜃1 + 𝑖 sin 𝜃1)
𝑟2 (cos 𝜃2 + 𝑖 sin 𝜃2)

=
𝑟1

𝑟2
[cos(𝜃1 − 𝜃2) + 𝑖 sin(𝜃1 − 𝜃2)]。

定理 1.8 (Euler)

♡对于任意实数 𝜃，有 𝑒𝑖 𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃。特别地，当 𝜃 = 𝜋时，有 𝑒𝑖 𝜋 + 1 = 0.

利用 Euler公式，可以将复数的三角形式写为指数形式：𝑟 (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃) = 𝑟𝑒𝑖 𝜃。此时复数的乘法与除法可

以写为：𝑟1𝑒
𝑖 𝜃1𝑟2𝑒

𝑖 𝜃2 = 𝑟1𝑟2𝑒
𝑖 (𝜃1+𝜃2 )，

𝑟1𝑒
𝑖 𝜃1

𝑟2𝑒𝑖 𝜃2
=
𝑟1

𝑟2
𝑒𝑖 (𝜃1−𝜃2 )。

例题 1.5计算
𝑛∑
𝑗=0

cos 𝑗𝜃 和
𝑛∑
𝑗=0

sin 𝑗𝜃.

解对 𝜃 = 2𝑘𝜋，有 cos 𝑗𝜃 = 1，sin 𝑗𝜃 = 0，故
𝑛∑
𝑗=0

cos 𝑗𝜃 = 𝑛 + 1，
𝑛∑
𝑗=1

sin 𝑗𝜃 = 0.

对 𝜃 ≠ 2𝑘𝜋，令 𝑇 =
𝑛∑
𝑗=0
𝑒𝑖 𝑗 𝜃 =

𝑛∑
𝑗=0

cos 𝑗𝜃 + 𝑖
𝑛∑
𝑗=0

sin 𝑗𝜃,有 𝑒𝑖 𝜃𝑇 = 𝑇 + 𝑒𝑖 (𝑛+1) 𝜃 − 1，故 𝑇 =
1 − 𝑒𝑖 (𝑛+1) 𝜃

1 − 𝑒𝑖 𝜃 .
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1.2 数与数域

分别计算实部虚部，有
𝑛∑
𝑗=0

cos 𝑗𝜃 =
1 − cos 𝜃 + cos 𝑛𝜃 − cos(𝑛 + 1)𝜃

2(1 − cos 𝜃) ，
𝑛∑
𝑗=0

sin 𝑗𝜃 =
− sin(𝑛 + 1)𝜃 + sin 𝑛𝜃 + sin 𝜃

2(1 − cos 𝜃) .

利用和差化积公式，可以化简为
𝑛∑
𝑗=0

cos 𝑗𝜃 =
sin
(𝑛 + 1)𝜃

2
cos

𝑛𝜃

2

sin
𝜃

2

，
𝑛∑
𝑗=0

sin 𝑗𝜃 =
sin
(𝑛 + 1)𝜃

2
sin

𝑛𝜃

2

sin
𝜃

2

.

定义 1.9

♣

𝑛次单位根是指

cos
2𝑘𝜋
𝑛
+ 𝑖 sin 2𝑘𝜋

𝑛
, 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑛 − 1

这 n个复数，记 𝜔𝑛 = cos
2𝜋
𝑛
+ 𝑖𝑠𝑖𝑛2𝜋

𝑛
，则他们可以写为 𝜔0

𝑛, 𝜔
1
𝑛, · · · , 𝜔𝑛−1

𝑛 。

之所以叫单位根，是因为其满足

命题 1.10 (单位根的性质)

♠𝑛次单位根是方程 𝑥𝑛 = 1的全部根.

根据因式定理，可以推出

𝑥𝑛 − 1 =
𝑛−1∏
𝑘=0
(𝑥 − 𝜔𝑘

𝑛)

对比各项系数可以得到一些恒等式。事实上最常用的为：

命题 1.11 (单位根恒等式)

♠

1.
𝑛−1∑
𝑘=0
(𝜔𝑘

𝑛)𝑚 =


𝑛 𝑛 | 𝑚

0 𝑛 ∤ 𝑚

2.

𝜔𝑎
𝑛 = 𝜔𝑎±𝑛

𝑛

3.

𝜔𝑎
𝑛 = 𝜔−𝑎𝑛

4.

𝜔𝑚𝑎
𝑚𝑛 = 𝜔𝑎

𝑛

证明 只证明 (1).

对 𝑛 | 𝑚,有 𝜔𝑚
𝑛 = 1，故

𝑛−1∑
𝑘=0
(𝜔𝑘

𝑛)𝑚 =
𝑛−1∑
𝑘=0

1 = 𝑛.

对 𝑛 ∤ 𝑚，有 𝜔𝑚
𝑛 ≠ 1，故

𝑛−1∑
𝑘=0
(𝜔𝑘

𝑛)𝑚 =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝜔𝑘𝑚
𝑛 =

1 − 𝜔𝑛𝑚
𝑛

1 − 𝜔𝑚
𝑛

= 0.

第二个恒等式就是最重要的循环性质。出于循环，它可以将一些东西按照模 𝑛的余数分类。

例题 1.6计算
⌊ 𝑛3 ⌋∑
𝑘=0

(
𝑛

3𝑘

)
，

(
𝑛

𝑚

)
为组合数 𝐶𝑚

𝑛，⌊𝑥⌋ 为向下取整，即不大于 𝑥的最大整数。
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1.2 数与数域

解考虑三次单位根 𝜔3 = −1
2
+
√

3
2
𝑖，由二项式定理有

(1 + 1)𝑛 =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
=

(
𝑛

0

)
+

(
𝑛

1

)
+

(
𝑛

2

)
+

(
𝑛

3

)
+

(
𝑛

4

)
+ · · · (1.1)

(1 + 𝜔3)𝑛 =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝜔𝑘

3 =

(
𝑛

0

)
+

(
𝑛

1

)
𝜔3 +

(
𝑛

2

)
𝜔2

3 +
(
𝑛

3

)
+

(
𝑛

4

)
𝜔3 + · · · (1.2)

(
1 + 𝜔2

3

)𝑛
=

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝜔2𝑘

3 =

(
𝑛

0

)
+

(
𝑛

1

)
𝜔2

3 +
(
𝑛

2

)
𝜔3 +

(
𝑛

3

)
+

(
𝑛

4

)
𝜔2

3 + · · · (1.3)

将 (1.1),(1.2)和 (1.3)相加，注意到 1 + 𝜔3 + 𝜔2
3 = 0，有

(1 + 1)𝑛 + (1 + 𝜔3)𝑛 +
(
1 + 𝜔2

3

)𝑛
= 3

⌊ 𝑛3 ⌋∑
𝑘=0

(
𝑛

3𝑘

)
即有

⌊ 𝑛3 ⌋∑
𝑘=0

(
𝑛

3𝑘

)
=

1
3

(
2𝑛 + (1 + 𝜔3)𝑛 +

(
1 + 𝜔2

3

)𝑛)
� 练习 1.1计算

⌊ 𝑛−1
3 ⌋∑

𝑘=0

(
𝑛

3𝑘 + 1

)
。

例题 1.7单位圆内接正 n边形 𝐴1𝐴2𝐴3 . . . 𝐴𝑛 中，𝑃为单位圆上一点，证明：
𝑛∑

𝑘=1
|𝑃𝐴𝑘 |2 = 2𝑛。

证明

𝐴1

𝐴2

𝐴3

𝑃

放在复平面上，设 𝐴1 = 𝜔𝑛，则 𝐴𝑘 = 𝜔𝑘
𝑛,∀𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑛。设 𝑃 = 𝑧。

⇒
𝑛∑

𝑘=1
|𝑃𝐴𝑘 |2 =

𝑛∑
𝑘=1
|𝑧 − 𝜔𝑘

𝑛 |2 =
𝑛∑

𝑘=1
(𝑧 − 𝜔𝑘

𝑛)(𝑧 − 𝜔𝑘
𝑛) =

𝑛∑
𝑘=1

(
1 − 𝜔𝑘

𝑛𝑧 − 𝑧𝜔𝑘
𝑛 + 1

)
=

𝑛∑
𝑘=1

2 − 𝑧
𝑛∑

𝑘=1
𝑤𝑘
𝑛 − 𝑧

𝑛∑
𝑘=1

𝑤𝑘
𝑛 = 2𝑛

1.2.2 数环、数域

定义 1.12 (数环、数域)

♣

若复数域 C的某个包含 1的子集 𝐾 满足以下条件：

1. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 ⇒ 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐾；
2. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 ⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐾；
3. 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾 ⇒ 𝑎𝑏 ∈ 𝐾；

则称 𝐾 为数环。

若还满足 𝑎 ∈ 𝐾, 𝑎 ≠ 0⇒ 𝑎−1 ∈ 𝐾，则称 𝐾 为数域。

不难验证：

5



1.2 数与数域

命题 1.13 (数环、数域-例子)

♠
有理数集 Q、实数集 R、复数集 C都是数域。整数集 Z是数环但不是数域。

�
笔记当然，还有形态更复杂的数环和数域，例如所有 𝑎 + 𝑏𝑖在 𝑎, 𝑏 ∈ Z时构成数环，𝑎, 𝑏 ∈ Q构成数域。

对于究竟怎样的集合是数环/数域，有一个简单的结论：

命题 1.14 (最小的数环、数域)

♠
任何数环包含 Z，任何数域包含 Q。
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第二章 求和符号，组合恒等式与线性方程组

2.1 补充：线性方程组

2.1.1 线性方程组的求解

在求解线性方程组的时候，需要牢记根本方法只有一个：初等行变换，即使用 Gauss消元法把矩阵化为阶梯

型。但是，在此之后我们还可以进行进一步的操作，把矩阵化为更简单的形式（以齐次方程组为例，只考虑系数

矩阵 𝐶 = (𝑐𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛）：先对每行乘某个数使得首个非零元素为 1，然后通过初等行变换使得这个 1所在列的其他

元素为 0：



𝑐11 · · · 𝑐1 𝑗2 · · · 𝑐1 𝑗𝑟 · · · 𝑐1𝑛

0 · · · 𝑐2 𝑗2 · · · 𝑐2 𝑗𝑟 · · · 𝑐2𝑛
...

...
...

...

0 · · · 0 · · · 𝑐𝑟 𝑗𝑟 · · · 𝑐𝑟𝑛

0 · · · 0 · · · 0 · · · 0


1

𝑐𝑘 𝑗𝑘
𝑟𝑘

−−−−−→



1 · · · 𝑐1 𝑗2 · · · 𝑐1 𝑗𝑟 · · · 𝑐1𝑛

0 · · · 1 · · · 𝑐2 𝑗𝑟 · · · 𝑐2𝑛
...

...
...

...

0 · · · 0 · · · 1 · · · 𝑐𝑟𝑛

0 · · · 0 · · · 0 · · · 0


−𝑐̃𝑖 𝑗𝑘→𝑟𝑖

−−−−−−−−−−−−−−−−→
𝑖=𝑘−1, · · · ,1;𝑘=𝑟 , · · · ,1



1 ˜̃𝑐12 · · · 0 ˜̃𝑐1, 𝑗2+1 · · · 0 ˜̃𝑐1, 𝑗𝑟+1 · · · ˜̃𝑐1𝑛

0 0 · · · 1 ˜̃𝑐2, 𝑗2+1 · · · 0 ˜̃𝑐2, 𝑗𝑟+1 · · · ˜̃𝑐2𝑛
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 0 · · · 1 ˜̃𝑐𝑟 , 𝑗𝑟+1 · · · ˜̃𝑐𝑟𝑛
0 0 · · · 0 0 · · · 0 0 · · · 0


可以发现这个矩阵具有以下好处：

省去了最后抄回原方程组代入的步骤；

这样操作得到的矩阵会是唯一的，避免了操作方式不同导致得到不同的答案；

解可以简便地写出来，甚至可以说已经解出来了：除了只有一个 1的列（注意这个 1要是它所在的那一行

的第一个非零元），其余列可直接按序命为自由变量,直接写出方程的解，并且可以很清楚地看出自由变量

个数为 𝑛 − 𝑟。
除此之外，正如解方程时可以把 𝑥𝑖 和 𝑥 𝑗 在方程组中出现位置交换，用行变换法解方程时也是可以交换列的

（也可以认为是从其他方向造阶梯），面对具体问题时不用拘泥于一般阶梯的固定形式，但是要记清楚交换后变

量与交换前变量的对应关系。以交换 𝑥1, 𝑥2为例，这可以使用矩阵乘法解释：



𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛





𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛


=



𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑛


⇐⇒



𝑎12 𝑎11 · · · 𝑎1𝑛

𝑎22 𝑎21 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑛2 𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛𝑛





𝑥2

𝑥1
...

𝑥𝑛


=



𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑛


最后留给大家一个问题：一个非齐次线性方程组的解和它的系数矩阵对应的齐次线性方程组的解有什么关

系？



2.1 补充：线性方程组

2.1.2 唯一解，无解，无穷解问题

例题 2.1已知线性方程组


3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 6

𝑥1 + 𝑎𝑥2 + 2𝑥3 = 9

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 3

有唯一解，则 𝑎应满足什么条件？

解 
3 2 −1 6

1 𝑎 2 9

2 −1 3 3

 →


3 2 −1 6

7 𝑎 + 4 0 21

11 5 0 21

 →


3 2 −1 6

0 𝑎 + 9
11 0 ∗

11 5 0 21


因此有唯一解的条件是 𝑎 ≠ − 9

11
。

例题 2.2已知线性方程组


𝜆𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1

𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 𝑥3 = 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝜆𝑥3 = 𝜆2

有无穷多解，则 𝜆应满足什么条件？

解 
𝜆 1 1 1

1 𝜆 1 𝜆

1 1 𝜆 𝜆2

 →

0 1 − 𝜆 1 − 𝜆2 1 − 𝜆3

0 𝜆 − 1 1 − 𝜆 𝜆 − 𝜆2

1 1 𝜆 𝜆2

 →

0 0 2 − 𝜆 − 𝜆2 1 + 𝜆 − 𝜆2 − 𝜆3

0 𝜆 − 1 1 − 𝜆 𝜆 − 𝜆2

1 1 𝜆 𝜆2


因此有无穷多解的条件是


2 − 𝜆 − 𝜆2 = 0

1 + 𝜆 − 𝜆2 − 𝜆3 = 0
，即 𝜆 = 1.

2.1.3 插值问题

例题 2.3(Hermite插值) 求三次多项式 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 满足 𝑓 (0) = 2, 𝑓 ′ (0) = 2, 𝑓 (1) = 3, 𝑓 ′ (1) = 1。

解易得 𝑓 ′ (𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐.

𝑑 = 2

𝑐 = 2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 3

3𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 1

→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 1 1 1 3

3 2 1 0 1


→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 1 0 0 −1

3 2 0 0 −1


→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 1 0 0 −1

0 −1 0 0 2


→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 0 0 0 1

0 1 0 0 −2


→


𝑎

𝑏

𝑐

𝑑


=


1

−2

2

2


⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 2𝑥 + 2

例题 2.4求二次多项式 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐满足 𝑓 (0) = 2, 𝑓 (1) = 1, 𝑓 ′
(
1
2

)
= 2.

解易得 𝑓 ′ (𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏.
𝑐 = 2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1

𝑎 + 𝑏 = 2

→


0 0 1 2

1 1 1 1

1 1 0 2

 →

0 0 1 2

0 0 0 −3

1 1 0 2

 显然无解。
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2.2 求和符号练习

例题 2.5求三次多项式 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 满足 𝑓 (0) = 2, 𝑓 (1) = 1, 𝑓 ′
(
1
2

)
= 2。

解易得 𝑓 ′ (𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐.
𝑑 = 2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 1
3
4𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2

→


0 0 0 1 2

1 1 1 1 1
3
4 1 1 0 2

 →

0 0 0 1 2

1 1 1 0 −1
3
4 1 1 0 2

 →


0 0 0 1 2

1 1 1 0 −1

− 1
4 0 0 0 3


因此解为


𝑎

𝑏

𝑐

𝑑


=


−12

−𝑡 + 11

𝑡

2


，对应 𝑓 (𝑥) = −12𝑥3 + (−𝑡 + 11)𝑥2 + 𝑡𝑥 + 2,∀𝑡 ∈ R.

2.2 求和符号练习

线性代数中求和符号是一个重要的工具，有时候可以用来简化问题，有时候可以用来构造问题。在中学时，

我们知道
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖 = 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛，除此之外，还有多重求和及集合求和。以下给出定义：

定义 2.1 (多重求和及集合求和)

♣

(1)(多重求和)
𝑛∑

𝑎1 ,𝑎2 , · · · ,𝑎𝑚=1
𝑥𝑎1𝑎2 · · ·𝑎𝑚 :=

𝑛∑
𝑎1 ,𝑎2 , · · · ,𝑎𝑚−1=1

𝑥𝑎1𝑎2 · · ·𝑎𝑚
𝑛∑

𝑎𝑛=1
= · · · =

𝑛∑
𝑎1=1

𝑛∑
𝑎2=1
· · ·

𝑛∑
𝑎𝑚=1

𝑥𝑎1𝑎2 · · ·𝑎𝑚

(2)(集合求和)
∑
𝑒∈Λ

𝑥𝑒 用于表示对集合 Λ中所有元素 𝑒的 𝑥𝑒 值求和。集合 Λ是索引集合，可以是有限的或

无限的。索引集合包含所有我们想要求和的索引 𝑒。对于集合 Λ中的每个元素 𝑒，𝑥𝑒表示与 𝑒相关联的数

值。
∑
表示对所有 𝑥𝑒 进行累加，其中 𝑒遍历集合 Λ的所有元素。例如

𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖 =

∑
𝑒∈{1,2, · · · ,𝑛}

𝑎𝑒。

集合 Λ也可以被替换为某一条件，例如
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖 =

∑
1≤𝑖≤𝑛

𝑎𝑖 ,
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
𝑎𝑖 𝑗 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=𝑖+1

𝑎𝑖 𝑗

下面是一些求和符号的练习。

例题 2.6证明：
𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1
𝑎𝑖𝑏 𝑗 =

𝑚∑
𝑗=1

𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑏 𝑗 =

(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖

) (
𝑚∑
𝑗=1
𝑏 𝑗

)

证明 显然矩阵



𝑎1𝑏1 𝑎1𝑏2 · · · 𝑎1𝑏𝑚

𝑎2𝑏1 𝑎2𝑏2 · · · 𝑎2𝑏𝑚
...

...
. . .

...

𝑎𝑛𝑏1 𝑎𝑛𝑏2 · · · 𝑎𝑛𝑏𝑚


的元素按行求和等于按列求和，故得证。

例题 2.7计算
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
(𝑖 + 𝑗)2

解

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
(𝑖 + 𝑗)2 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
(𝑖2 + 𝑗2 + 2𝑖 𝑗) = 𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑖2 + 𝑛
𝑛∑
𝑗=1

𝑗2 + 2
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑖 𝑗 = 2𝑛 · 𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)
6

+ 2

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑖

) ©­«
𝑛∑
𝑗=1

𝑗
ª®¬

=
𝑛2 (𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

3
+ 2

(
𝑛(𝑛 + 1)

2

)2
=
𝑛2 (𝑛 + 1)(7𝑛 + 5)

6

例题 2.8(Chebyshev) 若 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ · · · ≤ 𝑎𝑛, 𝑏1 ≤ 𝑏2 ≤ · · · ≤ 𝑏𝑛，则
(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖

) (
𝑛∑
𝑗=1
𝑏 𝑗

)
≤ 𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘。

9



2.3 组合恒等式

证明 只需证明 𝑛
𝑛∑

𝑘=1
𝑎𝑘𝑏𝑘 −

(
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖

) (
𝑛∑
𝑗=1
𝑏 𝑗

)
=

∑
1≤ 𝑗<𝑖≤𝑛

(𝑎𝑖 − 𝑎 𝑗 )(𝑏𝑖 − 𝑏 𝑗 ) ≥ 0。令 𝑆 =
∑

1≤ 𝑗<𝑖≤𝑛
(𝑎𝑖 − 𝑎 𝑗 )(𝑏𝑖 − 𝑏 𝑗 ).

2𝑆 =
∑

1≤ 𝑗<𝑖≤𝑛
(𝑎𝑖 − 𝑎 𝑗 )(𝑏𝑖 − 𝑏 𝑗 ) +

∑
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖) (𝑏 𝑗 − 𝑏𝑖) =
𝑛∑

𝑖, 𝑗=1
(𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖) (𝑏 𝑗 − 𝑏𝑖)

=
𝑛∑

𝑖, 𝑗=1
(𝑎 𝑗𝑏 𝑗 + 𝑎𝑖𝑏𝑖 − 𝑎𝑖𝑏 𝑗 − 𝑎 𝑗𝑏𝑖) = 2𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 − 2
𝑛∑

𝑖, 𝑗=1
𝑎𝑖𝑏 𝑗 = 2 ©­«𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑏𝑘 −
(

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖

) ©­«
𝑛∑
𝑗=1

𝑏 𝑗
ª®¬ª®¬

例题 2.9记 𝐻𝑘 =
𝑘∑
𝑗=1

1
𝑗
，(1)求

∑
1≤ 𝑗<𝑘≤𝑛

1
𝑘 − 𝑗 (用 𝐻𝑘 表示)，(2)证明

𝑛−1∑
𝑗=1

𝐻 𝑗 = 𝑛𝐻𝑛 − 𝑛。

解

(1)
∑

1≤ 𝑗<𝑘≤𝑛

1
𝑘 − 𝑗 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑘−1∑
𝑗=1

1
𝑘 − 𝑗 =

𝑛∑
𝑘=2

𝑘−1∑
𝑗=1

1
𝑗
=

𝑛∑
𝑘=2

𝐻𝑘−1 =
𝑛−1∑
𝑘=1

𝐻𝑘

(2)
𝑛−1∑
𝑗=1

𝐻 𝑗 =
𝑛−1∑
𝑗=1

𝑗∑
𝑙=1

1
𝑙
=

𝑛−1∑
𝑙=1

𝑛−1∑
𝑗=𝑙

1
𝑙
=

𝑛−1∑
𝑙=1

𝑛 − 𝑙
𝑙

=
𝑛∑
𝑙=1

𝑛 − 𝑙
𝑙

=
𝑛∑
𝑙=1

(𝑛
𝑙
− 1

)
= 𝑛𝐻𝑛 − 𝑛

例题 2.10(Abel) 记 𝐵0 = 0, 𝐵𝑛 =
𝑛∑
𝑖=1
𝑏𝑖，则 𝑆 =

𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑏𝑖 = 𝐵𝑛𝑎𝑛 −

𝑛−1∑
𝑖=1

𝐵𝑖 (𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖)。

证明
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑏𝑖 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 (𝐵𝑖 − 𝐵𝑖−1) =
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐵𝑖 −
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐵𝑖−1 = 𝑎𝑛𝐵𝑛 +
𝑛−1∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝐵𝑖 −
𝑛−1∑
𝑖=0

𝑎𝑖+1𝐵𝑖

= 𝑎𝑛𝐵𝑛 +
𝑛−1∑
𝑖=1
(𝑎𝑖 − 𝑎𝑖+1)𝐵𝑖 − 𝑎1𝐵0 = 𝐵𝑛𝑎𝑛 −

𝑛−1∑
𝑖=1

𝐵𝑖 (𝑎𝑖+1 − 𝑎𝑖)

2.3 组合恒等式

引理 2.2

♡

1. (
𝑛

𝑘

)
=

(
𝑛

𝑛 − 𝑘

)
(0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛)

2.

𝑘

(
𝑛

𝑘

)
= 𝑛

(
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)
3. (

𝑛

𝑚

)
+

(
𝑛

𝑚 + 1

)
=

(
𝑛 + 1
𝑚 + 1

)
定理 2.3 (二项式定理)

♡
对 ∀𝑥 ∈ R及 𝑛 ∈ N∗，有 (1 + 𝑥)𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘。

证明 归纳。利用引理2.2(3)，有

(1 + 𝑥)𝑛 = (1 + 𝑥) · (1 + 𝑥)𝑛−1 = (1 + 𝑥)
𝑛−1∑
𝑘=0

(
𝑛 − 1
𝑘

)
𝑥𝑘 =

𝑛−1∑
𝑘=1

((
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)
+

(
𝑛 − 1
𝑘

))
𝑥𝑘 + 1 + 𝑥𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘
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2.3 组合恒等式

推论 2.4

♡

利用上述定理和引理，可以得到：

1.
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
= 2𝑛

2. ∑
0≤𝑘≤𝑛
𝑘为偶数

(
𝑛

𝑘

)
=

∑
0≤𝑘≤𝑛
𝑘为奇数

(
𝑛

𝑘

)
= 2𝑛−1

3. (
𝑚 + 𝑛
𝑘

)
=

𝑘∑
𝑖=0

(
𝑚

𝑖

) (
𝑛

𝑘 − 𝑖

)
。特别地，

(
2𝑛
𝑛

)
=

𝑛∑
𝑖=0

(
𝑛

𝑖

)2

4.
𝑛∑

𝑘=0
𝑘

(
𝑛

𝑘

)
= 𝑛2𝑛−1

5.
𝑛∑

𝑘=𝑚

(
𝑘

𝑚

)
=

(
𝑛 + 1
𝑚 + 1

)
6.

𝑛∑
𝑘=0

(
𝑚 + 𝑘
𝑘

)
=

(
𝑚 + 𝑛 + 1

𝑛

)

证明 (1)(2)对 (1 + 𝑥)𝑛 使用二项式定理，分别取 𝑥 = 1和 𝑥 = −1即可。

(3)注意到 (1 + 𝑥)𝑚+𝑛 = (1 + 𝑥)𝑛 · (1 + 𝑥)𝑚，分别使用二项式定理，展开后比较 𝑥𝑘 系数。

(4)(1 + 𝑥)𝑛 =
𝑛∑

𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
𝑥𝑘 两侧对 𝑥求导，并取 𝑥 = 1即可。

(5) (
𝑘

𝑚

)
= const

(
(1 + 𝑥)𝑘
𝑥𝑚

)
,其中const( 𝑓 (𝑥))表示 𝑓 (𝑥)的常数项

⇒
𝑛∑

𝑘=𝑚

(
𝑘

𝑚

)
= const

(
𝑛∑

𝑘=𝑚

(1 + 𝑥)𝑘
𝑥𝑚

)
= const

(
1
𝑥𝑚
(1 + 𝑥)𝑛+1 − (1 + 𝑥)𝑚

𝑥

)
= const

(
(1 + 𝑥)𝑛+1
𝑥𝑚+1

)
=

(
𝑛 + 1
𝑚 + 1

)
.

(6)利用引理2.2(3)归纳即可。
例题 2.11设 𝑛 ≥ 𝑚，证明：

𝑚∑
𝑘=0

(
𝑚

𝑘

) (
𝑛 + 𝑘
𝑚

)
=

𝑚∑
𝑘=0

(
𝑚

𝑘

) (
𝑛

𝑘

)
2𝑘。

证明
𝑚∑
𝑘=0

(
𝑚

𝑘

) (
𝑛 + 𝑘
𝑚

)
= [𝑥𝑚] (1 + 𝑥)𝑛

𝑚∑
𝑘=0

(
𝑚

𝑘

)
(1 + 𝑥)𝑘 = [𝑥𝑚] (1 + 𝑥)𝑛 (2 + 𝑥)𝑚

= [𝑥𝑚] (1 + 𝑥)𝑛
𝑚∑
𝑘=0

(
𝑚

𝑘

)
2𝑘𝑥𝑚−𝑘 =

𝑚∑
𝑘=0

(
𝑚

𝑘

) (
𝑛

𝑘

)
2𝑘

其中 [𝑥𝑚] 𝑓 (𝑥)表示多项式 𝑓 (𝑥) 的 𝑚次项系数。
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第三章 行列式

3.1 行列式的定义 *

行列式具有多种定义，以下只列出常见的三种，请读者自行验证它们的等价性。

逆序数定义又称为行列式的完全展开定义。具体表述为：

定义 3.1 (逆序数定义)

♣

设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 是 𝑛阶方阵，定义行列式

det 𝐴 = det



𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
. . .

...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


:=

∑
𝜎∈𝑆𝑛

2(𝜒𝐴𝑛 (𝜎)) −
1
2
)𝑎1𝜎 (1)𝑎2𝜎 (2) · · · 𝑎𝑛𝜎 (𝑛)

其中 𝜒是示性函数，𝑆𝑛 是 𝑛阶置换群，𝐴𝑛 是 𝑛阶交错群。

�
笔记 2(𝜒𝐴𝑛 (𝜎))−

1
2
)本质上是检验置换𝜎的奇偶性。对𝜎 = ©­«

1 2 · · · 𝑛

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑛

ª®¬，2(𝜒𝐴𝑛 (𝜎))−
1
2
) ≡ (−1)𝜏 ( 𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑛 )。

归纳法定义又称为按行展开法定义。该定义直接给出了行列式的计算式（展开式）。

定义 3.2 (归纳法定义)

♣

设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 是 𝑛阶方阵，定义行列式 det 𝐴是按下列法则确定的一个数：

1. 当 𝑛 = 1时，det 𝑎11 = 𝑎11；

2. 当 𝑛 ≥ 2时，det 𝐴 =
𝑛∑
𝑗=1
𝑎1 𝑗𝐴1 𝑗，其中 𝐴1 𝑗 是 𝐴中元 𝑎1 𝑗 的代数余子式。

由这一定义可以得到：

定理 3.3 (Laplace展开定理)

♡

设 A是 𝑛阶方阵，𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，对任意正整数 𝑟 < 𝑛，任意取定 𝑟 个指标 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2, · · · < 𝑖𝑟 ≤ 𝑛，则 det 𝐴

的值等于它的第 𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑟 行（或列）元组成的所有 𝑟 阶子式分别与它们的代数余子式的乘积之和。即

det 𝐴 =
∑

1≤ 𝑗1< 𝑗2<· · ·< 𝑗𝑟 ≤𝑛
𝐴

©­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑟

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑟

ª®¬ (−1)
𝑟∑

𝑘=1
(𝑖𝑘+ 𝑗𝑘 )

𝐴
©­«
𝑖𝑟+1 𝑖𝑟+2 · · · 𝑖𝑛

𝑗𝑟+1 𝑗𝑟+2 · · · 𝑗𝑛

ª®¬
=

∑
1≤ 𝑗1< 𝑗2<· · ·< 𝑗𝑟 ≤𝑛

𝐴
©­«
𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑟

𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑟

ª®¬ (−1)
𝑟∑

𝑘=1
(𝑖𝑘+ 𝑗𝑘 )

𝐴
©­«
𝑗𝑟+1 𝑗𝑟+2 · · · 𝑗𝑛

𝑖𝑟+1 𝑖𝑟+2 · · · 𝑖𝑛

ª®¬
其中 𝑖𝑟+1, 𝑖𝑟+2, · · · , 𝑖𝑛 是由 1, 2, · · · , 𝑛去掉 𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑟 后剩下的数按从小到大排列得到， 𝑗𝑟+1, 𝑗𝑟+2, · · · , 𝑗𝑛
是由 1, 2, · · · , 𝑛去掉 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 后剩下的数按从小到大排列得到。

证明 此定理的证明已超出线性代数 B1的范围，但是可以参考《线性代数（李炯生 查建国 王新茂）》教材的

2.3节。

例题 3.1设 det 𝐴是 𝑛阶行列式，正整数 𝑟 < 𝑛。若 det 𝐴的所有 𝑟 阶子式都等于零，证明：det 𝐴 = 0。

证明 由 Laplace展开定理，det 𝐴的 𝑟 阶子式等于零，有 det 𝐴的展开式中求和的每一项都是 0，故 det 𝐴 = 0。

行列式的公理化定义将行列式归结为满足 3条性质的线性映射，而不是直接给出行列式的具体形式。



3.2 行列式计算练习

定义 3.4 (公理化定义)

♣

𝑛维向量空间 F𝑛 上的规范反对称 𝑛重线性函数称为数域 F上 𝑛阶行列式函数，简称 𝑛阶行列式。

换言之，行列式函数 det : F𝑛 × F𝑛 × · · · × F𝑛 → F是满足以下三条性质的函数：

1. 规范性：det(𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛) = 1，其中 𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛 是 F𝑛 的一组标准正交基；

2. 反对称性：∀1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛, det(· · · , 𝛼𝑖 , · · · , 𝛼 𝑗 , · · · ) = − det(· · · , 𝛼 𝑗 , · · · , 𝛼𝑖 , · · · )；
3. 线性性：∀𝜆, 𝜇 ∈ F, det(𝜆𝛼1 + 𝜇𝛽1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) = 𝜆 det(𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) + 𝜇 det(𝛽1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛)。

3.2 行列式计算练习

矩阵/行列式打洞的神秘技巧并不是线性代数的核心，但为了考试，请大家务必掌握。

3.2.1 定义法/降阶法/化为上三角

例题 3.2计算 det


1 0 1 −4

−1 −3 −4 −2

2 −1 4 4

2 3 −3 2


。

解

det


1 0 1 −4

−1 −3 −4 −2

2 −1 4 4

2 3 −3 2


𝑟1→𝑟2
−2𝑟1→𝑟3==========
−2𝑟1→𝑟4

det


1 0 1 −4

0 −3 −3 −6

0 −1 2 12

0 3 −5 10


𝑟2↔𝑟3======== − det


1 0 1 −4

0 −1 2 12

0 −3 −3 −6

0 3 −5 10


−3𝑟2→𝑟3==========
3𝑟2→𝑟4

− det


1 0 1 −4

0 −1 2 12

0 0 −9 −42

0 0 1 46


= −1 · (−1) · det


−9 −42

1 46

 = −372

例题 3.3计算 det



0 0 0 1 0

0 0 3 2 0

0 5 4 0 0

9 8 7 6 0

13 12 11 0 10


。

解

det



0 0 0 1 0

0 0 3 2 0

0 5 4 0 0

9 8 7 6 0

13 12 11 0 10


第一行展开
============ (−1)1+4 det


0 0 3 0

0 5 4 0

9 8 7 0

13 12 11 10


第一行展开
============ −(−1)1+3 · 3 det


0 5 0

9 8 0

13 12 10


第一行展开
============ −(−1)1+2 · 15 det


9 0

13 10

 = 15 · 90 = 1350
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3.2 行列式计算练习

例题 3.4计算 det



𝑥 𝑦

𝑥 𝑦

𝑥
. . .

. . . 𝑦

𝑦 𝑥

𝑛×𝑛
。

解 det



𝑥 𝑦

𝑥 𝑦

𝑥
. . .

. . . 𝑦

𝑦 𝑥


第一列展开
============ 𝑥 · det



𝑥 𝑦

𝑥
. . .

. . . 𝑦

𝑥


+ (−1)𝑛+1𝑦 ·



𝑦

𝑥 𝑦

. . .
. . .

𝑥 𝑦


= 𝑥𝑛 + (−1)𝑛+1𝑦𝑛

�
笔记有一定规律 (元素大量重复)矩阵化为上三角的重要结构:(1, 1, · · · , 1)

例题 3.5计算 det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4


解

det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4


−𝑎𝑟1→𝑟2
−𝑎2𝑟1→𝑟3===========
−𝑎4𝑟1→𝑟4

det


1 1 1 1

0 𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎 𝑑 − 𝑎
0 𝑏2 − 𝑎2 𝑐2 − 𝑎2 𝑑2 − 𝑎2

0 𝑏4 − 𝑎4 𝑐4 − 𝑎4 𝑑4 − 𝑎4


= det


𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎 𝑑 − 𝑎
𝑏2 − 𝑎2 𝑐2 − 𝑎2 𝑑2 − 𝑎2

𝑏4 − 𝑎4 𝑐4 − 𝑎4 𝑑4 − 𝑎4


=(𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎) (𝑑 − 𝑎) det


1 1 1

𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑐 𝑎 + 𝑑
(𝑎2 + 𝑏2) (𝑎 + 𝑏) (𝑎2 + 𝑐2)(𝑎 + 𝑐) (𝑎2 + 𝑑2)(𝑎 + 𝑑)


=(𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑑 − 𝑎) det


1 1 1

0 𝑐 − 𝑏 𝑑 − 𝑏
0 (𝑎2 + 𝑐2) (𝑎 + 𝑐) − (𝑎2 + 𝑏2) (𝑎 + 𝑏) (𝑎2 + 𝑑2) (𝑎 + 𝑑) − (𝑎2 + 𝑏2)(𝑎 + 𝑏)


=(𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑑 − 𝑎) det


𝑐 − 𝑏 𝑑 − 𝑏

(𝑐 − 𝑏) (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) (𝑑 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑑2 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑)


=(𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎)(𝑑 − 𝑎) (𝑐 − 𝑏) (𝑑 − 𝑏)(𝑑 − 𝑐)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)

�
笔记如果没有 (1, 1, · · · , 1)，一般先尝试逐行/逐列求和。

例题 3.6计算 det


1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


解 det


1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


= det


3 3 3 3

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


= 3 det


1 1 1 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0


𝑐2↔𝑐3========
𝑐1↔𝑐4

3 det


1 1 1 1

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


= −3
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3.2 行列式计算练习

例题 3.7计算 det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥

𝑛×𝑛
解

det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= det



𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎 · · · 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎
𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎) det



1 1 · · · 1

0 𝑥 − 𝑎 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 𝑥 − 𝑎


= (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎)(𝑥 − 𝑎)𝑛−1

3.2.2 加边

首先回忆这个典型：

例题 3.8计算 Δ = det



𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑑

𝑐 𝑑
...

. . .

𝑐 𝑑

𝑛×𝑛
解若 𝑑 = 0，显然有 Δ = 0。

𝑑 ≠ 0时，det



𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑑

𝑐 𝑑
...

. . .

𝑐 𝑑


− 𝑐

𝑑 𝑐𝑘→𝑐1
============
∀𝑘=2, · · · ,𝑛

det



𝑎 − 𝑏𝑐
𝑑
(𝑛 − 1) 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

0 𝑑

0 𝑑
...

. . .

0 𝑑


= 𝑑𝑛−1

(
𝑎 − 𝑏𝑐

𝑑
(𝑛 − 1)

)

这启发了对前面一道例题的另外一种解法。

例题 3.9计算 det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥

𝑛×𝑛
解 det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= det



1 𝑎 𝑎 · · · 𝑎

0 𝑥 𝑎 · · · 𝑎

0 𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

...

0 𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= det



1 𝑎 𝑎 · · · 𝑎

−1 𝑥 − 𝑎
−1 𝑥 − 𝑎
...

. . .

−1 𝑥 − 𝑎


= (𝑥 − 𝑎)𝑛

(
1 + 𝑎

𝑥 − 𝑎 𝑛
)

显然，两种方法的结果是一致的。�
笔记如果出现大量重复元素，但是找不到 (1, 1, · · · , 1)时，可以尝试加边。

先介绍一个结论：
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3.2 行列式计算练习

命题 3.5

♠

设准上三角形方阵 𝐴 = (𝐴𝑖 𝑗 )𝑘×𝑘 的每个对角块 𝐴𝑘𝑘 都是方阵，则有

det



𝐴11 𝐴12 · · · 𝐴1𝑘

𝑂 𝐴22 · · · 𝐴2𝑘
...

...
...

𝑂 𝑂 · · · 𝐴𝑘𝑘


=

𝑘∏
𝑗=1

det 𝐴 𝑗 𝑗

证明 首先考虑 𝑘 = 2的情况，设

𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 =



𝑎11 · · · 𝑎1𝑟 𝑎1,𝑟+1 · · · 𝑎1𝑛
...

...
...

...

𝑎𝑟1 · · · 𝑎𝑟𝑟 𝑎𝑟 ,𝑟+1 · · · 𝑎𝑟𝑛

0 · · · 0 𝑎𝑟+1.𝑟+1 · · · 𝑎𝑟+1,𝑛
...

...
...

...

0 · · · 0 𝑎𝑛,𝑟+1 · · · 𝑎𝑛𝑛


考虑 det 𝐴的完全展开式中的非零项，若

𝑛∏
𝑖=1
𝑎𝑖 𝑗𝑖 ≠ 0，则必然有 ( 𝑗𝑟+1, 𝑗𝑟+2, · · · , 𝑗𝑛)是 (𝑟 + 1, 𝑟 + 2, · · · , 𝑛)的一个排

列，进而 ( 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 )是 (1, 2, · · · , 𝑟)的一个排列，故 𝜏( 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑛) = 𝜏( 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 ) + 𝜏( 𝑗𝑟+1, 𝑗𝑟+2, · · · , 𝑗𝑛)。
因此，

det 𝐴 =
∑

1≤ 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑟 ≤𝑟
𝑟+1≤ 𝑗𝑟+1 , · · · , 𝑗𝑛≤𝑛

(−1)𝜏 ( 𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑟 )+𝜏 ( 𝑗𝑟+1 , 𝑗𝑟+2 , · · · , 𝑗𝑛 )
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝑖

= ©­«
∑

1≤ 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑟 ≤𝑟
(−1)𝜏 ( 𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑟 )

𝑟∏
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝑖
ª®¬ ©­«

∑
𝑟+1≤ 𝑗𝑟+1 , · · · , 𝑗𝑛≤𝑛

(−1)𝜏 ( 𝑗𝑟+1 , 𝑗𝑟+2 , · · · , 𝑗𝑛 )
𝑛∏

𝑖=𝑟+1
𝑎𝑖 𝑗𝑖

ª®¬
= det 𝐴11 det 𝐴22

当 𝑘 ≥ 3时 𝐴可以分块成


𝐴11 𝐴12

𝑂 𝐵

，从而 det 𝐴 = det 𝐴11 det 𝐵。同理 𝐵可以继续分块，故有 det 𝐴 =
𝑘∏
𝑗=1

det 𝐴 𝑗 𝑗。

例题 3.10计算 det



1 + 𝑥1 1 + 𝑥2
1 · · · 1 + 𝑥𝑛1

1 + 𝑥2 1 + 𝑥2
2 · · · 1 + 𝑥𝑛2

...
...

...

1 + 𝑥𝑛 1 + 𝑥2
𝑛 · · · 1 + 𝑥𝑛𝑛


解

det



1 + 𝑥1 1 + 𝑥2
1 · · · 1 + 𝑥𝑛1

1 + 𝑥2 1 + 𝑥2
2 · · · 1 + 𝑥𝑛2

...
...

...

1 + 𝑥𝑛 1 + 𝑥2
𝑛 · · · 1 + 𝑥𝑛𝑛


= det



1 0 0 · · · 0

1 1 + 𝑥1 1 + 𝑥2
1 · · · 1 + 𝑥𝑛1

1 1 + 𝑥2 1 + 𝑥2
2 · · · 1 + 𝑥𝑛2

...
...

...
...

1 1 + 𝑥𝑛 1 + 𝑥2
𝑛 · · · 1 + 𝑥𝑛𝑛


= det



1 −1 −1 · · · −1

1 𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛2

...
...

...
...

1 𝑥𝑛 1 + 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


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3.2 行列式计算练习

= det



−1 −1 −1 · · · −1

1 𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛2

...
...

...
...

1 𝑥𝑛 1 + 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


+ det



2 0 0 · · · 0

1 𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛2

...
...

...
...

1 𝑥𝑛 1 + 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


前者 −𝑐𝑖→𝑐𝑖−1==================

𝑖=𝑛+1, · · · ,2
det



−1 0 0 · · · 0

1 𝑥1 − 1 𝑥1 (𝑥1 − 1) · · · 𝑥𝑛−1
1 (𝑥1 − 1)

1 𝑥2 − 1 𝑥1 (𝑥2 − 1) · · · 𝑥𝑛−1
2 (𝑥1 − 1)

...
...

...
...

1 𝑥𝑛 − 1 𝑥𝑛 (𝑥1 − 1) · · · 𝑥𝑛−1
𝑛 (𝑥1 − 1)


+ 2 det



𝑥1 𝑥2
1 · · · 𝑥𝑛1

𝑥2 𝑥2
2 · · · 𝑥𝑛2

...
...

...

𝑥𝑛 𝑥2
𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


= −

𝑛∏
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 1) · det



1 𝑥1 · · · 𝑥𝑛−1
1

1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛−1
2

...
...

...

1 𝑥𝑛 · · · 𝑥𝑛−1
𝑛


+ 2

𝑛∏
𝑖=1

𝑥𝑖 · det



1 𝑥1 · · · 𝑥𝑛−1
1

1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛−1
2

...
...

...

1 𝑥𝑛 · · · 𝑥𝑛−1
𝑛


= (2

𝑛∏
𝑖=1

𝑥𝑖 −
𝑛∏
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 1))

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(𝑥 𝑗 − 𝑥𝑖)

最后一步使用到 Vandermonde行列式的性质，会在后续提及。

除了加 (1, 1, · · · , 1) 之外，还有可能需要添加其他类型的边，这需要根据行列式的特殊性质来判断。

例题 3.11计算 det



1 3 3 · · · 3

3 2 3 · · · 3

3 3 3 · · · 3
...

...
...

...

3 3 3 · · · 𝑛


解

det



1 3 3 · · · 3

3 2 3 · · · 3

3 3 3 · · · 3
...

...
...

...

3 3 3 · · · 𝑛


= det



1 3 3 3 · · · 3

0 1 3 3 · · · 3

0 3 2 3 · · · 3

0 3 3 3 · · · 3
...

...
...

...
...

0 3 3 3 · · · 𝑛


= det



1 3 3 3 · · · 3

−1 −2 0 0 · · · 0

−1 0 −1 0 · · · 0

−1 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

−1 0 0 0 · · · 𝑛 − 3



第四行展开
============ (−1)(−1)1+4 det



3 3 3 3 · · · 3 3

−2 0 0

0 −1 0

1
. . .

𝑛 − 4

𝑛 − 3



命题3.5
========= det


3 3 3

−2 0 0

0 −1 0

 (𝑛 − 3)! = 6(𝑛 − 3)!
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例题 3.12证明：det



𝑎11 + 𝑥1 𝑎12 + 𝑥2 · · · 𝑎1𝑛 + 𝑥𝑛
𝑎21 + 𝑥1 𝑎22 + 𝑥2 · · · 𝑎2𝑛 + 𝑥𝑛

...
...

...

𝑎𝑛1 + 𝑥1 𝑎𝑛2 + 𝑥2 · · · 𝑎𝑛𝑛 + 𝑥𝑛


= det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1
𝑥 𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝐴𝑘 𝑗。

证明

det



𝑎11 + 𝑥1 𝑎12 + 𝑥2 · · · 𝑎1𝑛 + 𝑥𝑛
𝑎21 + 𝑥1 𝑎22 + 𝑥2 · · · 𝑎2𝑛 + 𝑥𝑛

...
...

...

𝑎𝑛1 + 𝑥1 𝑎𝑛2 + 𝑥2 · · · 𝑎𝑛𝑛 + 𝑥𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 𝑎11 + 𝑥1 𝑎12 + 𝑥2 · · · 𝑎1𝑛 + 𝑥𝑛
0 𝑎21 + 𝑥1 𝑎22 + 𝑥2 · · · 𝑎2𝑛 + 𝑥𝑛
...

...
...

...

0 𝑎𝑛1 + 𝑥1 𝑎𝑛2 + 𝑥2 · · · 𝑎𝑛𝑛 + 𝑥𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

−1 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

−1 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...

−1 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

0 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...

0 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


+ det



0 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

−1 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

−1 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...

−1 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


第一行展开
============ det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 (−1) 𝑗+1+1 (−1) det


1 𝑎11 · · · 𝑎1, 𝑗−1 𝑎1, 𝑗+1 · · · 𝑎1𝑛
...

...
...

...
...

1 𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛, 𝑗−1 𝑎𝑛, 𝑗+1 · · · 𝑎𝑛𝑛


第一列展开
============ det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 (−1) 𝑗+3
𝑛∑

𝑘=1
(−1)1+𝑘𝑀𝑘 𝑗 = det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗

𝑛∑
𝑘=1
(−1) 𝑗+𝑘+4𝐴𝑘 𝑗

= det 𝐴 +
𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝐴𝑘 𝑗

例题 3.13计算 det



𝑎1 − 𝑏1 𝑎1 − 𝑏2 · · · 𝑎1 − 𝑏𝑛
𝑎2 − 𝑏1 𝑎2 − 𝑏2 · · · 𝑎2 − 𝑏𝑛

...
...

...

𝑎𝑛 − 𝑏1 𝑎𝑛 − 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛


解 𝑛 = 1, 2时自行计算。𝑛 ≥ 3时

det



𝑎1 − 𝑏1 𝑎1 − 𝑏2 · · · 𝑎1 − 𝑏𝑛
𝑎2 − 𝑏1 𝑎2 − 𝑏2 · · · 𝑎2 − 𝑏𝑛

...
...

...

𝑎𝑛 − 𝑏1 𝑎𝑛 − 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛


= det



1 𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

0 𝑎1 − 𝑏1 𝑎1 − 𝑏2 · · · 𝑎1 − 𝑏𝑛
0 𝑎2 − 𝑏1 𝑎2 − 𝑏2 · · · 𝑎2 − 𝑏𝑛
...

...
...

...

0 𝑎𝑛 − 𝑏1 𝑎𝑛 − 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛


= det



1 𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

1 𝑎1 𝑎1 · · · 𝑎1

1 𝑎2 𝑎2 · · · 𝑎2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛



第一列展开
============
第一项为 0

𝑛∑
𝑘=1
(−1)𝑘 det



𝑏1 · · · 𝑏𝑛

𝑎1 · · · 𝑎1
...

...

𝑎𝑘−1 · · · 𝑎𝑘−1

𝑎𝑘+1 · · · 𝑎𝑘+1
...

...

𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛



= 0
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3.2 行列式计算练习

例题 3.14计算 det



1 + 𝑥2
1 𝑥1𝑥2 · · · 𝑥1𝑥𝑛

𝑥2𝑥1 1 + 𝑥2
2 · · · 𝑥2𝑥𝑛

...
...

...

𝑥𝑛𝑥1 𝑥𝑛𝑥2 · · · 1 + 𝑥2
𝑛


解

det



1 + 𝑥2
1 𝑥1𝑥2 · · · 𝑥1𝑥𝑛

𝑥2𝑥1 1 + 𝑥2
2 · · · 𝑥2𝑥𝑛

...
...

...

𝑥𝑛𝑥1 𝑥𝑛𝑥2 · · · 1 + 𝑥2
𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 1 + 𝑥2
1 𝑥1𝑥2 · · · 𝑥1𝑥𝑛

0 𝑥2𝑥1 1 + 𝑥2
2 · · · 𝑥2𝑥𝑛

...
...

...
...

0 𝑥𝑛𝑥1 𝑥𝑛𝑥2 · · · 1 + 𝑥2
𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

−𝑥1 1

−𝑥2 1
...

. . .

−𝑥𝑛 1


= det



1 +
∑𝑛

𝑖=1 𝑥
2
𝑖 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 1

0 1
...

. . .

0 1


= 1 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖

3.2.3 逐行/列加减

对相邻行与行/列与列之间关联度高 (如相差一定倍数)时，可以采用逐行/列加减的方法。该方法也适用于行

之间差距不大的情形。

例题 3.15计算 det



1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

1 𝑥 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

1 𝑎1 𝑥 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛
...

...
...

...
...

1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑥 𝑎𝑛

1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑥



解 det



1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

1 𝑥 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

1 𝑎1 𝑥 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛
...

...
...

...
...

1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑥 𝑎𝑛

1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑥


−𝑟1→𝑟𝑘==============

∀𝑘=2, · · · ,𝑛+1
det



1 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1 𝑎𝑛

0 𝑥 − 𝑎1 0 · · · 0 0

0 0 𝑥 − 𝑎2 · · · 0 0
...

...
...

...
...

0 0 0 · · · 𝑥 − 𝑎𝑛−1 0

0 0 0 · · · 0 𝑥 − 𝑎𝑛


=

𝑛∏
𝑘=1
(𝑥 − 𝑎𝑘)

例题 3.16计算 det


𝑎2 (𝑎 + 1)2 (𝑎 + 2)2 (𝑎 + 3)2

𝑏2 (𝑏 + 1)2 (𝑏 + 2)2 (𝑏 + 3)2

𝑐2 (𝑐 + 1)2 (𝑐 + 2)2 (𝑐 + 3)2

𝑑2 (𝑑 + 1)2 (𝑑 + 2)2 (𝑑 + 3)2


解

det


𝑎2 (𝑎 + 1)2 (𝑎 + 2)2 (𝑎 + 3)2

𝑏2 (𝑏 + 1)2 (𝑏 + 2)2 (𝑏 + 3)2

𝑐2 (𝑐 + 1)2 (𝑐 + 2)2 (𝑐 + 3)2

𝑑2 (𝑑 + 1)2 (𝑑 + 2)2 (𝑑 + 3)2


= det


𝑎2 2𝑎 + 1 2𝑎 + 3 2𝑎 + 5

𝑏2 2𝑏 + 1 2𝑏 + 3 2𝑏 + 5

𝑐2 2𝑐 + 1 2𝑐 + 3 2𝑐 + 5

𝑑2 2𝑑 + 1 2𝑑 + 3 2𝑑 + 5


= det


𝑎2 2𝑎 + 1 2 2

𝑏2 2𝑏 + 1 2 2

𝑐2 2𝑐 + 1 2 2

𝑑2 2𝑑 + 1 2 2


= 0
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3.2 行列式计算练习

例题 3.17计算 det



1 𝑎 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1

𝑎𝑛−1 1 𝑎 · · · 𝑎𝑛−2

𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−1 1 · · · 𝑎𝑛−3

...
...

...
...

𝑎 𝑎2 𝑎3 · · · 1


解 det



1 𝑎 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1

𝑎𝑛−1 1 𝑎 · · · 𝑎𝑛−2

𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−1 1 · · · 𝑎𝑛−3

...
...

...
...

𝑎 𝑎2 𝑎3 · · · 1


−𝑎𝑟𝑘+1→𝑟𝑘==============
∀𝑘=1, · · · ,𝑛−1

det



1 − 𝑎𝑛 0 0 · · · 0

0 1 − 𝑎𝑛 0 · · · 0

0 0 1 − 𝑎𝑛 · · · 0
...

...
...

...

𝑎 𝑎2 𝑎3 · · · 1 − 𝑎𝑛


= (1 − 𝑎𝑛)𝑛−1

�
笔记这题中的矩阵被称为轮换矩阵，我们会在后面讨论一般情形下的行列式。

例题 3.18计算 𝑓 (𝑥) = det



𝑥 −1

𝑥 −1

𝑥 −1
. . .

. . .

𝑥 −1

𝑎0 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−2 𝑥 + 𝑎𝑛−1


解

det



𝑥 −1

𝑥 −1

𝑥 −1
. . .

. . .

𝑥 −1

𝑎0 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−2 𝑥 + 𝑎𝑛−1


𝑥𝑐𝑘+1→𝑐𝑘==============
∀𝑘=𝑛−1, · · · ,1



0 −1

0 −1

0 −1
. . .

. . .

0 −1

𝑥𝑛 +
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 ∗ ∗ · · · ∗ 𝑥 + 𝑎𝑛−1


第一列展开
============ (𝑥𝑛 +

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘) (−1)𝑛+1 det(−𝐼𝑛−1) = 𝑥𝑛 +

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘

�
笔记实际上，这个例子并不平凡。题中所给出的矩阵与一个特殊的矩阵相关，这个矩阵是多项式 𝑓 (𝑥)的友矩阵。
以下给出定义：

定义 3.6 (友矩阵)

♣

设 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 +
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 是 F上的 𝑛次首一多项式，则称 𝐴 = −



0 −1

0 −1

0 −1
. . .

. . .

0 −1

𝑎0 𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−2 𝑎𝑛−1


为 𝑓 (𝑥)的

友矩阵。此时显然有 det(𝑥𝐼𝑛 − 𝐴) = 𝑓 (𝑥)，即 𝐴的特征多项式为 𝑓 (𝑥)。

�
笔记友矩阵可用于求数列通项，同时也与最小多项式，给定域上的相似标准型有关。
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3.2 行列式计算练习

例题 3.19计算 Δ = det



2 −1

2 −1

2 −1
. . .

. . .

2 −1

2 2 2 · · · 2 2


解令 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑛 +

𝑛−2∑
𝑘=0

2𝑥𝑘，则 Δ = 𝑓 (2) = 2𝑛+1 − 2。

例题 3.20计算 Vandermonde行列式：

Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) = det



1 𝑎1 𝑎2
1 · · · 𝑎𝑛−1

1

1 𝑎2 𝑎2
2 · · · 𝑎𝑛−1

2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


解

Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛)
−𝑎𝑛𝑐𝑘−1→𝑐𝑘==============
∀𝑘=𝑛, · · · ,2

det



1 𝑎1 − 𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛−2
1 (𝑎1 − 𝑎𝑛)

1 𝑎2 − 𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛−2
2 (𝑎2 − 𝑎𝑛)

...
...

...

1 0 · · · 0


=

𝑛−1∏
𝑘=1
(𝑎𝑘 − 𝑎𝑛) det



1 1 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−2
1

1 1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−2
2

...
...

...
...

1 0 0 · · · 0


第一列展开
============ (−1)𝑛+1

𝑛−1∏
𝑘=1
(𝑎𝑘 − 𝑎𝑛) · det



1 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−2
1

1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−2
2

...
...

...

1 𝑎𝑛−1 · · · 𝑎𝑛−2
𝑛−1


=

𝑛−1∏
𝑘=1
(𝑎𝑛 − 𝑎𝑘)Δ𝑛−1 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 − 1)

又有 Δ1 = 1,Δ2 (𝑎1, 𝑎2) = 𝑎2 − 𝑎1，故归纳有 Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) =
∏

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
(𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖)。

以下是一些 Vandermonde行列式的应用。

例题 3.21计算 det



1 1 1 · · · 1

1 + 𝑥1 1 + 𝑥2 1 + 𝑥3 · · · 1 + 𝑥𝑛+1
𝑥1 + 𝑥2

1 𝑥2 + 𝑥2
2 𝑥3 + 𝑥2

3 · · · 𝑥𝑛+1 + 𝑥2
𝑛+1

...
...

...
...

𝑥𝑛−1
1 + 𝑥𝑛1 𝑥𝑛−1

2 + 𝑥𝑛2 𝑥𝑛−1
3 + 𝑥𝑛3 · · · 𝑥𝑛−1

𝑛+1 + 𝑥
𝑛
𝑛+1


解

det



1 1 1 · · · 1

1 + 𝑥1 1 + 𝑥2 1 + 𝑥3 · · · 1 + 𝑥𝑛+1
𝑥1 + 𝑥2

1 𝑥2 + 𝑥2
2 𝑥3 + 𝑥2

3 · · · 𝑥𝑛+1 + 𝑥2
𝑛+1

...
...

...
...

𝑥𝑛−1
1 + 𝑥𝑛1 𝑥𝑛−1

2 + 𝑥𝑛2 𝑥𝑛−1
3 + 𝑥𝑛3 · · · 𝑥𝑛−1

𝑛+1 + 𝑥
𝑛
𝑛+1


−𝑟𝑘→𝑟𝑘+1============
∀𝑘=1, · · · ,𝑛

det



1 1 1 · · · 1

𝑥1 𝑥2 𝑥3 · · · 𝑥𝑛+1

𝑥2
1 𝑥2

2 𝑥2
3 · · · 𝑥2

𝑛+1
...

...
...

...

𝑥𝑛1 𝑥𝑛2 𝑥𝑛3 · · · 𝑥𝑛𝑛+1


=

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛+1

(𝑥 𝑗 − 𝑥𝑖)
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例题 3.22计算 det



𝑎𝑛1 𝑎𝑛−1
1 𝑏1 𝑎𝑛−2

1 𝑏2
1 · · · 𝑎1𝑏

𝑛−1
1 𝑏𝑛1

𝑎𝑛2 𝑎𝑛−1
2 𝑏2 𝑎𝑛−2

2 𝑏2
2 · · · 𝑎2𝑏

𝑛−1
2 𝑏𝑛2

...
...

...
...

...

𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑛−1
𝑛+1 𝑏𝑛+1 𝑎𝑛−2

𝑛+1 𝑏
2
𝑛+1 · · · 𝑎𝑛+1𝑏𝑛−1

𝑛+1 𝑏𝑛𝑛+1


解

det



𝑎𝑛1 𝑎𝑛−1
1 𝑏1 𝑎𝑛−2

1 𝑏2
1 · · · 𝑎1𝑏

𝑛−1
1 𝑏𝑛1

𝑎𝑛2 𝑎𝑛−1
2 𝑏2 𝑎𝑛−2

2 𝑏2
2 · · · 𝑎2𝑏

𝑛−1
2 𝑏𝑛2

...
...

...
...

...

𝑎𝑛𝑛+1 𝑎𝑛−1
𝑛+1 𝑏𝑛+1 𝑎𝑛−2

𝑛+1 𝑏
2
𝑛+1 · · · 𝑎𝑛+1𝑏𝑛−1

𝑛+1 𝑏𝑛𝑛+1


=

𝑛+1∏
𝑘=1

𝑎𝑛𝑘 det



1 𝑏1
𝑎1

(
𝑏1
𝑎1

)2
· · ·

(
𝑏1
𝑎1

)𝑛
1 𝑏2

𝑎2

(
𝑏2
𝑎2

)2
· · ·

(
𝑏2
𝑎2

)𝑛
...

...
...

...

1 𝑏𝑛+1
𝑎𝑛+1

(
𝑏𝑛+1
𝑎𝑛+1

)2
· · ·

(
𝑏𝑛+1
𝑎𝑛+1

)𝑛


=

𝑛+1∏
𝑘=1

𝑎𝑛𝑘 ·
∏

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛+1

(
𝑏 𝑗

𝑎 𝑗
− 𝑏𝑖
𝑎𝑖

)
=

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛+1

(𝑎𝑖𝑏 𝑗 − 𝑎 𝑗𝑏𝑖)

例题 3.23(Lagrange插值) 设 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 ∈ F各不相同，𝑏1, · · · , 𝑏𝑛 ∈ F，证明：存在唯一的 𝑛−1次多项式 𝑓 (𝑥) ∈ F[𝑥]，
使得 𝑓 (𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 ,∀𝑖。

证明 设 𝑓 (𝑥) =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑐𝑘𝑥
𝑘 满足条件，则



𝑐0 + 𝑐1𝑎1 + · · · + 𝑐𝑛−1𝑎
𝑛−1
1 = 𝑏1

𝑐0 + 𝑐1𝑎2 + · · · + 𝑐𝑛−1𝑎
𝑛−1
2 = 𝑏2

...

𝑐0 + 𝑐1𝑎𝑛 + · · · + 𝑐𝑛−1𝑎
𝑛−1
𝑛 = 𝑏𝑛

⇔



1 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1
1

1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛−1
2

...
...

...

1 𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛−1
𝑛





𝑐0

𝑐1
...

𝑐𝑛


=



𝑏1

𝑏2
...

𝑏𝑛


由 Vandermonde行列式的性质知系数矩阵可逆，故解存在唯一。

例题 3.24 证明：



∑𝑛
𝑘=1 𝑥𝑘 = 0∑𝑛
𝑘=1 𝑥

2
𝑘 = 0

...∑𝑛
𝑘=1 𝑥

𝑛
𝑘 = 0

在 C上只有零解。

证明 设 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)⊤是一组非零解，(𝑦1, 𝑦2, · · · , 𝑦𝑘)是 (𝑥1, 𝑥2, · · · , 𝑥𝑛)中互异非零的值，(𝑙1, 𝑙2, · · · , 𝑙𝑘)是对
应出现次数，则

∑𝑘
𝑗=1 𝑙 𝑗 > 0⇒ 𝑙 𝑗 不全为 0。此时原方程组即

𝑙1𝑦1 + 𝑙2𝑦2 + · · · + 𝑙𝑘𝑦𝑘 = 0

𝑙1𝑦
2
1 + 𝑙2𝑦2

2 + · · · + 𝑙𝑘𝑦2
𝑘 = 0

...

𝑙1𝑦
𝑛
1 + 𝑙2𝑦

𝑛
2 + · · · + 𝑙𝑘𝑦

𝑛
𝑘 = 0

取前𝑘个
=======⇒



𝑦1 𝑦2 · · · 𝑦𝑘

𝑦2
1 𝑦2

2 · · · 𝑦2
𝑘

...
...

...

𝑦𝑘1 𝑦𝑘2 · · · 𝑦𝑘𝑘





𝑙1

𝑙2
...

𝑙𝑘


=



0

0
...

0


⇒ 𝑙1 = 𝑙2 = · · · = 𝑙𝑘 = 0,矛盾。

例题 3.25证明：对 𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 ∈ N∗,
𝑛−1∏
𝑘=1

𝑘!整除 Δ𝑛 = det



1 𝑎1 𝑎2
1 · · · 𝑎𝑛−1

1

1 𝑎2 𝑎2
2 · · · 𝑎𝑛−1

2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


。

证明 令 𝑓𝑘 (𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑘 + 1)，则 𝑓𝑘 (𝑥)
𝑘!

=

(
𝑘

𝑥

)
。在 𝑚 < 𝑛时视

(
𝑚

𝑛

)
= 0。
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则 Δ𝑛 = det



1 𝑎1 𝑎2
1 · · · 𝑎𝑛−1

1

1 𝑎2 𝑎2
2 · · · 𝑎𝑛−1

2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


适当的列变换
============== det



1 𝑓1 (𝑎1) 𝑓2 (𝑎1) · · · 𝑓𝑛−1 (𝑎1)
1 𝑓1 (𝑎2) 𝑓2 (𝑎2) · · · 𝑓𝑛−1 (𝑎2)
...

...
...

...

1 𝑓1 (𝑎𝑛) 𝑓2 (𝑎𝑛) · · · 𝑓𝑛−1 (𝑎𝑛)


⇒ Δ𝑛∏𝑛−1

𝑘=1 𝑘!
= det



1 𝑓1 (𝑎1 )
1!

𝑓2 (𝑎1 )
2! · · · 𝑓𝑛−1 (𝑎1 )

(𝑛−1)!

1 𝑓1 (𝑎2 )
1!

𝑓2 (𝑎2 )
2! · · · 𝑓𝑛−1 (𝑎2 )

(𝑛−1)!
...

...
...

...

1 𝑓1 (𝑎𝑛 )
1!

𝑓2 (𝑎𝑛 )
2! · · · 𝑓𝑛−1 (𝑎𝑛 )

(𝑛−1)!


=



1
(𝑎1

1
) (𝑎1

2
)
· · ·

( 𝑎1
𝑛−1

)
1

(𝑎2
1
) (𝑎2

2
)
· · ·

( 𝑎2
𝑛−1

)
...

...
...

...

1
(𝑎𝑛

1
) (𝑎𝑛

2
)
· · ·

( 𝑎𝑛
𝑛−1

)

∈ Z，得证。

3.2.4 拆项与递推

对于一些特殊的行列式，可以将其某一行/列拆成两项，从而简化计算或得到递推。

例题 3.26计算 Δ = det


𝑥 + 𝑎 𝑥 + 𝑏 𝑥 + 𝑐
𝑦 + 𝑎 𝑦 + 𝑏 𝑦 + 𝑐
𝑧 + 𝑎 𝑧 + 𝑏 𝑧 + 𝑐


证明 记 𝑒 = (1, 1, 1)⊤, 𝜆 = (𝑥, 𝑦, 𝑧)⊤，则

Δ = det(𝜆 + 𝑎𝑒, 𝜆 + 𝑏𝑒, 𝜆 + 𝑐𝑒) = det(𝜆, 𝜆 + 𝑏𝑒, 𝜆 + 𝑐𝑒) + det(𝑎𝑒, 𝜆 + 𝑏𝑒, 𝜆 + 𝑐𝑒) = det(𝜆, 𝑏𝑒, 𝑐𝑒) + det(𝑎𝑒, 𝜆, 𝜆) = 0.

例题 3.27证明：det


𝑏 + 𝑐 𝑐 + 𝑎 𝑎 + 𝑏
𝑞 + 𝑟 𝑟 + 𝑝 𝑝 + 𝑞
𝑦 + 𝑧 𝑧 + 𝑥 𝑥 + 𝑦

 = 2 det


𝑎 𝑏 𝑐

𝑝 𝑞 𝑟

𝑥 𝑦 𝑧


证明

det


𝑏 + 𝑐 𝑐 + 𝑎 𝑎 + 𝑏
𝑞 + 𝑟 𝑟 + 𝑝 𝑝 + 𝑞
𝑦 + 𝑧 𝑧 + 𝑥 𝑥 + 𝑦

 = det


𝑏 𝑐 + 𝑎 𝑎 + 𝑏
𝑞 𝑟 + 𝑝 𝑝 + 𝑞
𝑦 𝑧 + 𝑥 𝑥 + 𝑦

 + det


𝑐 𝑐 + 𝑎 𝑎 + 𝑏
𝑟 𝑟 + 𝑝 𝑝 + 𝑞
𝑧 𝑧 + 𝑥 𝑥 + 𝑦


= det


𝑏 𝑐 + 𝑎 𝑎

𝑞 𝑟 + 𝑝 𝑝

𝑦 𝑧 + 𝑥 𝑥

 + det


𝑐 𝑎 𝑎 + 𝑏
𝑟 𝑝 𝑝 + 𝑞
𝑧 𝑥 𝑥 + 𝑦

 = det


𝑏 𝑐 𝑎

𝑞 𝑟 𝑝

𝑦 𝑧 𝑥

 + det


𝑐 𝑎 𝑏

𝑟 𝑝 𝑞

𝑧 𝑥 𝑦

 = 2 det


𝑎 𝑏 𝑐

𝑝 𝑞 𝑟

𝑥 𝑦 𝑧


例题 3.28计算 Δ𝑛 = det



𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑎 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑐 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

...

𝑐 𝑐 𝑐 · · · 𝑎

𝑛×𝑛
解

Δ𝑛 = det



𝑐 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑎 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑐 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

...

𝑐 𝑐 𝑐 · · · 𝑎

𝑛×𝑛
+ det



𝑐𝑎 − 𝑐 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

0 𝑎 𝑏 · · · 𝑏

0 𝑐 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

...

0 𝑐 𝑐 · · · 𝑎

𝑛×𝑛
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3.2 行列式计算练习

= det



𝑐 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

0 𝑎 − 𝑏 0 · · · 0

0 𝑐 − 𝑏 𝑎 − 𝑏 · · · 0
...

...
...

...

0 𝑐 − 𝑏 𝑐 − 𝑏 · · · 𝑎 − 𝑏

𝑛×𝑛
+ (𝑎 − 𝑐)Δ𝑛−1 = 𝑐(𝑎 − 𝑏)𝑛−1 + (𝑎 − 𝑐)Δ𝑛−1

对 𝑏 = 𝑐，由于 Δ1 = 𝑎，计算得 Δ𝑛 = 𝑛𝑏(𝑎 − 𝑏)𝑛−1 + (𝑎 − 𝑏)𝑛。
对 𝑏 ≠ 𝑐，同理有 Δ𝑛 = (𝑎 − 𝑐)𝑛−1 + (𝑎 − 𝑏)Δ𝑛−1,联立并消去 Δ𝑛−1得 Δ𝑛 =

𝑐(𝑎 − 𝑏)𝑛 − 𝑏(𝑎 − 𝑐)𝑛
𝑐 − 𝑏 。

� 练习 3.1 (1)计算 Δ𝑛 = det



𝑎1 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑎2 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑐 𝑎3 · · · 𝑏
...

...
...

...

𝑐 𝑐 𝑐 · · · 𝑎𝑛


(2)计算 Δ𝑛 = det



𝑑 𝑏 𝑏 · · · 𝑏 𝑏

𝑐 𝑥 𝑎 · · · 𝑎 𝑎

𝑐 𝑎 𝑥 · · · 𝑎 𝑎
...

...
...

...
...

𝑐 𝑎 𝑎 · · · 𝑥 𝑎

𝑐 𝑎 𝑎 · · · 𝑎 𝑥

𝑛×𝑛
例题 3.29计算 Δ𝑛 = det



𝑎 + 𝑏 𝑎

𝑏 𝑎 + 𝑏 𝑎

𝑏 𝑎 + 𝑏 . . .

. . .
. . . 𝑎

𝑏 𝑎 + 𝑏

𝑛×𝑛
解

Δ𝑛
第一行展开
============ (𝑎 + 𝑏)Δ𝑛−1 − 𝑎 det



𝑏 𝑎

𝑎 + 𝑏 𝑎

𝑏 𝑎 + 𝑏 . . .

. . .
. . . 𝑎

𝑏 𝑎 + 𝑏

 (𝑛−1)×(𝑛−1)

第一列展开
============ (𝑎 + 𝑏)Δ𝑛−1 − 𝑎𝑏Δ𝑛−2

⇒ Δ𝑛 − 𝑏Δ𝑛−1 = 𝑎(Δ𝑛−1 − 𝑏Δ𝑛−2)。又 Δ1 = 𝑎 + 𝑏,Δ2 = 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑎𝑏 ⇒ Δ𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝑏Δ𝑛−1。

若 𝑎 = 𝑏，直接计算有 Δ𝑛 = (𝑛 + 1)𝑎𝑛。

若 𝑎 ≠ 𝑏，同理有 Δ𝑛 = 𝑏𝑛 + 𝑎Δ𝑛−1。联立消去 Δ𝑛−1得 Δ𝑛 =
𝑏𝑛+1 − 𝑎𝑛+1
𝑏 − 𝑎 =

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑏𝑛−𝑘。

�
笔记 𝑎 ≠ 𝑏时最终答案形式上不要求 𝑎 ≠ 𝑏，这是否意味着不必要进行分类讨论？

� 练习 3.2计算 Δ𝑛 = det



𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏

1 𝑎 + 𝑏 𝑎𝑏

1 𝑎 + 𝑏 . . .

. . .
. . . 𝑎𝑏

1 𝑎 + 𝑏

𝑛×𝑛
事实上，这类行列式被称为三对角行列式。我们有如下结论：
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3.2 行列式计算练习

命题 3.7

♠

设 Δ𝑛 = det



𝑎 𝑏

𝑐 𝑎 𝑏

𝑐 𝑎
. . .

. . .
. . . 𝑏

𝑐 𝑎

𝑛×𝑛
，𝑥, 𝑦 ∈ C是 𝜆2 − 𝑎𝜆 + 𝑏𝑐 = 0的根,则有 Δ𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0

𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘。

证明 留作练习。

3.2.5 乘法分解

首先介绍几个引理：

引理 3.8

♡
设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑛×𝑛，则 det(𝐴𝐵) = det 𝐴 · det 𝐵，det 𝐴 = det 𝐴⊤。

引理 3.9

♡

(1)若 𝐴可逆，则 det

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

 = det 𝐴 · det(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)。

(2)若 𝐷 可逆，则 det

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

 = det𝐷 · det(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)。

证明 自行打洞即可。

引理 3.10

♡

(1)若 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 det(𝐴 − 𝐵⊤𝐵) = det 𝐴 · det(𝐼𝑚 − 𝐵𝐴−1𝐵⊤)
(2)若 𝐴 ∈ F𝑛×𝑚, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵) = 𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐵𝐴)。

证明 (1)det

𝐴 𝐵⊤

𝐵 𝐼𝑚

 −𝑐2𝐵→𝑐1=========== det

𝐴 − 𝐵⊤𝐵 𝐵⊤

0 𝐼𝑚

 = det(𝐴 − 𝐵⊤𝐵)

又由引理3.9(1)，有 det

𝐴 𝐵⊤

𝐵 𝐼𝑚

 = det 𝐴 ·det(𝐼𝑚−𝐵𝐴−1𝐵⊤)，即有 det(𝐴−𝐵⊤𝐵) = det 𝐴 ·det(𝐼𝑚−𝐵𝐴−1𝐵⊤)。

(2) det

𝜆𝐼𝑛 𝜆𝐴

𝐵 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑛 det

𝐼𝑛 𝐴

𝐵 𝜆𝐼𝑚

 引理3.9(1)
============ 𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐵𝐴),

det

𝜆𝐼𝑛 𝜆𝐴

𝐵 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑚 det

𝜆𝐼𝑛 𝐴

𝐵 𝐼𝑚

 引理3.9(2)
============ 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵)

例题 3.30设 𝐴 =


𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

−𝑏 𝑎 −𝑑 𝑐

−𝑐 𝑑 𝑎 −𝑏
−𝑑 −𝑐 𝑏 𝑎


，计算 det 𝐴。

解 𝐴行与行相互正交，列与列相互正交，因此可以考虑 𝐴𝐴⊤。det(𝐴𝐴⊤) = det((𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑑2)𝐼4) = (𝑎2+𝑏2+𝑐2+𝑑2)4，
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又 det(𝐴𝐴⊤) = det 𝐴 ·det 𝐴⊤ = (det 𝐴)2，故 det 𝐴 = ±(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2)。验证符号后可得 det 𝐴 = (𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑑2)2。

例题 3.31 计算 Δ𝑛 = det



𝑎1 𝑏1
. . . . .

.

𝑎𝑛 𝑏𝑛

𝑐𝑛 𝑑𝑛

. .
. . . .

𝑐1 𝑑1


解

记𝐴 =


𝑎1

. . .

𝑎𝑛


, 𝐵 =


𝑏1

. .
.

𝑏𝑛


, 𝐶 =


𝑐𝑛

. .
.

𝑐1


, 𝐷 =


𝑑𝑛

. . .

𝑑1


，则若𝐴可逆，

Δ𝑛 = det 𝐴 det(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵) =
𝑛∏

𝑘=1
𝑎𝑘 · det

©­­­­«

𝑑𝑛

. . .

𝑑1


−


𝑐𝑛

. .
.

𝑐1




1
𝑎1

. . .

1
𝑎𝑛




𝑏1

. .
.

𝑏𝑛


ª®®®®¬

=
𝑛∏

𝑘=1
𝑎𝑘 · det

©­­­­«

𝑑𝑛

. . .

𝑑1


−


𝑏𝑛𝑐𝑛
𝑎𝑛

. . .

𝑏1𝑐1
𝑎1


ª®®®®¬
=

𝑛∏
𝑘=1
(𝑎𝑘𝑑𝑘 − 𝑏𝑘𝑐𝑘)

若 𝐴 不可逆，则 𝑓 (𝑡) = det(𝑡 𝐼𝑛 + 𝐴) 关于 𝑡 的 𝑛 次多项式，由代数学基本定理， 𝑓 (𝑡) 在 C 有 𝑛 个根，设为

𝑥1, · · · , 𝑥𝑛。记 𝛿 = min
1≤𝑘≤𝑛
𝑥𝑘≠0

|𝑥𝑘 | > 0，则 ∀𝑡 ∈
◦
𝑈 (0, 𝛿), 𝑓 (𝑡) ≠ 0。故在

◦
𝑈 (0, 𝛿)内取一列 {𝑡𝑚} → 0，则对 ∀𝑚 ∈ N∗，有

det

𝐴 + 𝑡 𝐼𝑛 𝐵

𝐶 𝐷

 =
𝑛∏

𝑘=1
((𝑎𝑘 + 𝑡)𝑑𝑘 − 𝑏𝑘𝑐𝑘)。由行列式及伴随对矩阵元素的连续性，可令 𝑚 → ∞，得到与上面一

致的答案。�
笔记本题对不可逆的 𝐴的处理方法称为扰动法，在比较多的题型中均有使用场景。

� 练习 3.3使用递推法完成例题3.31。

例题 3.32* 计算 det



10 1 2 3 3

1 10 2 1 0

2 2 10 3 𝑥

3 1 3 10 𝑥

3 0 𝑥 𝑥 10


。

解

det



10 1 2 3 3

1 10 2 1 0

2 2 10 3 𝑥

3 1 3 10 𝑥

3 0 𝑥 𝑥 10


= det


10 1

1 10

 det
©­­­«

10 3 𝑥

3 10 𝑥

𝑥 𝑥 10

 −
1
99


2 2

3 1

3 0



10 −1

−1 10



2 3 3

2 1 0


ª®®®¬

= 99 det
©­­­«

10 3 𝑥

3 10 𝑥

𝑥 𝑥 10

 −


8
11

8
11

6
11

8
11

94
99

29
33

6
11

29
33

10
11


ª®®®¬ = 99 det


102
11

25
11 𝑥 − 6

11
25
11

896
99 𝑥 − 29

33

𝑥 − 6
11 𝑥 − 29

33
100
11

 = −1364𝑥2 + 1950𝑥 + 70122
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例题 3.33计算 det



0 2 3 4 · · · 𝑛

2 3 6 8 · · · 2𝑛

3 6 8 12 · · · 3𝑛
...

...
...

...
...

𝑛 2𝑛 3 4𝑛 · · · 𝑛2 − 1


解

det



0 2 3 4 · · · 𝑛

2 3 6 8 · · · 2𝑛

3 6 8 12 · · · 3𝑛
...

...
...

...
...

𝑛 2𝑛 3 4𝑛 · · · 𝑛2 − 1


= det

©­­­­­­­«



1

2
...

𝑛


[
1 2 · · · 𝑛

]
− 𝐼𝑛

ª®®®®®®®¬
= (−1)𝑛 det

©­­­­­­­«
𝐼𝑛 −



1

2
...

𝑛


[
1 2 · · · 𝑛

]ª®®®®®®®¬
= (−1)𝑛 det

©­­­­­­­«
1 −

[
1 2 · · · 𝑛

] 

1

2
...

𝑛


ª®®®®®®®¬
= (−1)𝑛

(
1 −

𝑛∑
𝑘=1

𝑘2

)
= (−1)𝑛

(
1 − 𝑛(𝑛 + 1) (2𝑛 + 1)

6

)

例题 3.34(2021B2Mid)* 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，其中 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑖 + 𝑗 + 𝛿𝑖 𝑗，𝛿𝑖 𝑗 =


1 𝑖 = 𝑗

0 𝑖 ≠ 𝑗
为 Kronecker符号。求 det 𝐴。

解

det 𝐴 = det

©­­­­­­­­­«
𝐼𝑛 +



2 3 4 · · · 𝑛 + 1

3 4 5 · · · 𝑛 + 2

4 5 6 · · · 𝑛 + 2
...

...
...

...

𝑛 + 1 𝑛 + 2 𝑛 + 3 · · · 2𝑛



ª®®®®®®®®®¬
= det

©­­­­­­­«
𝐼𝑛 +



1 1

1 2
...

...

1 𝑛



1 2 · · · 𝑛

1 1 · · · 1


ª®®®®®®®¬

= det

©­­­­­­­«
𝐼2 +


1 2 · · · 𝑛

1 1 · · · 1




1 1

1 2
...

...

1 𝑛


ª®®®®®®®¬
= det


1 +

𝑛∑
𝑘=1

𝑘
𝑛∑

𝑘=1
𝑘2

𝑛∑
𝑘=1

1 1 +
𝑛∑

𝑘=1
𝑘

 = − 1
12
𝑛4 + 13

12
𝑛2 + 𝑛 + 1

�
笔记这题还可以使用加边方法完成，但是需要加两次。读者可以自行尝试。

� 练习 3.4* 计算 det



1 + 𝑥1 + 𝑦1 𝑥1 + 𝑦2 · · · 𝑥1 + 𝑦𝑛

𝑥2 + 𝑦1 1 + 𝑥2 + 𝑦2
. . .

...
...

. . .
. . . 𝑥𝑛−1 + 𝑦𝑛

𝑥𝑛 + 𝑦1 · · · 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛−1 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛


例题 3.35* 计算 det



(𝑎0 + 𝑏0)𝑛 (𝑎0 + 𝑏1)𝑛 · · · (𝑎0 + 𝑏𝑛)𝑛

(𝑎1 + 𝑏0)𝑛 (𝑎1 + 𝑏1)𝑛 · · · (𝑎1 + 𝑏𝑛)𝑛
...

...
...

(𝑎𝑛 + 𝑏0)𝑛 (𝑎𝑛 + 𝑏1)𝑛 · · · (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑛


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3.3 函数与行列式 *

解

det



(𝑎0 + 𝑏0)𝑛 (𝑎0 + 𝑏1)𝑛 · · · (𝑎0 + 𝑏𝑛)𝑛

(𝑎1 + 𝑏0)𝑛 (𝑎1 + 𝑏1)𝑛 · · · (𝑎1 + 𝑏𝑛)𝑛
...

...
...

(𝑎𝑛 + 𝑏0)𝑛 (𝑎𝑛 + 𝑏1)𝑛 · · · (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)𝑛


= det

©­­­­­­­«



(𝑛
0
)
𝑎𝑛0

(𝑛
1
)
𝑎𝑛−1

0 · · ·
(𝑛
𝑛

)(𝑛
0
)
𝑎𝑛1

(𝑛
1
)
𝑎𝑛−1

1 · · ·
(𝑛
𝑛

)
...

...
...(𝑛

0
)
𝑎𝑛𝑛

(𝑛
1
)
𝑎𝑛−1
𝑛 · · ·

(𝑛
𝑛

)




1 1 · · · 1

𝑏0 𝑏1 · · · 𝑏𝑛
...

...
...

𝑏𝑛0 𝑏𝑛1 · · · 𝑏𝑛𝑛


ª®®®®®®®¬

= (−1)
𝑛(𝑛+1)

2

𝑛∏
𝑘=0

(
𝑛

𝑘

)
·

∏
0≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖)(𝑏 𝑗 − 𝑏𝑖)

3.3 函数与行列式 *

3.3.1 多项式与行列式

首先回到之前的一个例题：

例题 3.36计算 det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4


解考虑 𝑓 (𝑥) = det



1 1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑 𝑥

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2 𝑥2

𝑎3 𝑏3 𝑐3 𝑑3 𝑥3

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4 𝑥4


最后一列展开
============== 𝐴4𝑥

4 + 𝐴3𝑥
3 + 𝐴2𝑥

2 + 𝐴1𝑥 + 𝐴0，所求即为 −𝐴3。

由代数学基本定理， 𝑓 (𝑥) 所有零点为 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑。由韦达定理，− 𝐴3

𝐴4
= 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑。

又 𝐴4 = det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎3 𝑏3 𝑐3 𝑑3


= (𝑑 − 𝑎)(𝑑 − 𝑏) (𝑑 − 𝑐) (𝑐 − 𝑏) (𝑐 − 𝑎) (𝑏 − 𝑎)，

故 det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4


= −𝐴3 = (𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)𝐴4 = (𝑑 − 𝑎) (𝑑 − 𝑏) (𝑑 − 𝑐)(𝑐 − 𝑏) (𝑐 − 𝑎)(𝑏 − 𝑎)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)。

重新考虑 Vandermonde行列式，可以得到：

例题 3.37计算 Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) = det



1 𝑎1 𝑎2
1 · · · 𝑎𝑛−1

1

1 𝑎2 𝑎2
2 · · · 𝑎𝑛−1

2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


。

解考虑 𝑓 (𝑥) = det



1 𝑥 𝑥2 · · · 𝑥𝑛−1

1 𝑎2 𝑎2
2 · · · 𝑎𝑛−1

2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


为 𝑛 − 1次多项式，则 𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝑛 为 𝑓 (𝑥)的 𝑛 − 1个零点。

⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝐶
𝑛∏

𝑘=2
(𝑥 − 𝑎𝑘)。又 𝑓 (0) = (−1)𝑛−1𝐶

𝑛∏
𝑘=2

𝑎𝑘， 𝑓 (𝑎1) = Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛)，

28



3.3 函数与行列式 *

𝑓 (0) = det



1 0 0 · · · 0

1 𝑎2 𝑎2
2 · · · 𝑎𝑛−1

2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


= det


𝑎2 𝑎2

2 · · · 𝑎𝑛−1
2

...
...

...

𝑎𝑛 𝑎2
𝑛 · · · 𝑎𝑛−1

𝑛


=

𝑛∏
𝑘=2

𝑎𝑘 · Δ𝑛−1 (𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝑛)。

⇒ 𝐶 = (−1)𝑛−1Δ𝑛−1 (𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝑛)，Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) = Δ𝑛−1 (𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝑛)
𝑛∏

𝑘=2
(𝑎𝑘 − 𝑎1)。

递推得 Δ𝑛 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) =
∏

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
(𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖)。

3.3.2 行列式的导数与积分

命题 3.11

♠

设 𝐴(𝑡) = (𝑎𝑖 𝑗 (𝑡))𝑛×𝑛，𝑎𝑖 𝑗 (𝑡) 连续可导，则
d
d𝑡

det 𝐴(𝑡) =
𝑛∑

𝑘=1
det



𝑎11 (𝑡) · · · 𝑎1𝑛 (𝑡)
...

...

𝑎′𝑘1 (𝑡) · · · 𝑎′𝑘𝑛 (𝑡)
...

...

𝑎𝑛1 (𝑡) · · · 𝑎𝑛𝑛 (𝑡)


。

特别地，若 𝐴(𝑡) 可逆，则 d
d𝑡

det 𝐴(𝑡) = det 𝐴(𝑡) · tr
(
𝐴−1 (𝑡) · d𝐴(𝑡)

d𝑡

)
，其中

d𝐴(𝑡)
d𝑡
表示对 𝐴(𝑡) 元素逐个求

导后得到的矩阵。

证明 𝐴(𝑡) =
∑

𝑗1 · · · 𝑗𝑛
(−1)𝜏 ( 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑛 )

𝑛∏
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗𝑘 (𝑡)

𝐴′ (𝑡) =
∑
𝑗1 · · · 𝑗𝑛

(−1)𝜏 ( 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑛 )
𝑛∑
𝑙=1

©­­«𝑎′𝑙 𝑗𝑙 (𝑡)
𝑛∏

𝑘=1
𝑘≠𝑙

𝑎𝑘 𝑗𝑘 (𝑡)
ª®®¬ =

𝑛∑
𝑙=1

©­­«
∑
𝑗1 · · · 𝑗𝑛

(−1)𝜏 ( 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑛 )𝑎′𝑙 𝑗𝑙 (𝑡)
𝑛∏

𝑘=1
𝑘≠𝑙

𝑎𝑘 𝑗𝑘 (𝑡)
ª®®¬

=
𝑛∑
𝑙=1

det



𝑎11 (𝑡) · · · 𝑎1𝑛 (𝑡)
...

...

𝑎′𝑙1 (𝑡) · · · 𝑎′𝑙𝑛 (𝑡)
...

...

𝑎𝑛1 (𝑡) · · · 𝑎𝑛𝑛 (𝑡)


例题 3.38 𝑛是偶数，计算 det



1 1 · · · 1 1

2 22 · · · 2𝑛 2𝑛+1
...

...
...

...

𝑛 𝑛2 · · · 𝑛𝑛 𝑛𝑛+1

𝑛
2

𝑛2

3 · · · 𝑛𝑛

𝑛+1
𝑛𝑛+1

𝑛+2


解 det



1 1 · · · 1 1

2 22 · · · 2𝑛 2𝑛+1
...

...
...

...

𝑛 𝑛2 · · · 𝑛𝑛 𝑛𝑛+1

𝑛
2

𝑛2

3 · · · 𝑛𝑛

𝑛+1
𝑛𝑛+1

𝑛+2


= 𝑛! det



1 1 · · · 1 1

1 2 · · · 2𝑛−1 2𝑛
...

...
...

...

1 𝑛 · · · 𝑛𝑛−1 𝑛𝑛

𝑛
2

𝑛2

3 · · · 𝑛𝑛

𝑛+1
𝑛𝑛+1

𝑛+2


= (𝑛 − 1)! det



1 1 · · · 1 1

1 2 · · · 2𝑛−1 2𝑛
...

...
...

...

1 𝑛 · · · 𝑛𝑛−1 𝑛𝑛

𝑛2

2
𝑛3

3 · · · 𝑛𝑛+1

𝑛+1
𝑛𝑛+2

𝑛+2


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令 𝑓 (𝑥) = (𝑛 − 1)! det



1 1 · · · 1 1

1 2 · · · 2𝑛−1 2𝑛
...

...
...

...

1 𝑛 · · · 𝑛𝑛−1 𝑛𝑛

𝑥2

2
𝑥3

3 · · · 𝑥𝑛+1

𝑛+1
𝑥𝑛+2

𝑛+2


，则 𝑓 (𝑛) = det



1 1 · · · 1 1

2 22 · · · 2𝑛 2𝑛+1
...

...
...

...

𝑛 𝑛2 · · · 𝑛𝑛 𝑛𝑛+1

𝑛
2

𝑛2

3 · · · 𝑛𝑛

𝑛+1
𝑛𝑛+1

𝑛+2


, 𝑓 (0) = 0。

由命题3.11， 𝑓 ′ (𝑥) = (𝑛 − 1)! det



1 1 · · · 1 1

1 2 · · · 2𝑛−1 2𝑛
...

...
...

...

1 𝑛 · · · 𝑛𝑛−1 𝑛𝑛

𝑥 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 𝑥𝑛+1


= (𝑛 − 1)!𝑥 · det



1 1 · · · 1 1

1 2 · · · 2𝑛−1 2𝑛
...

...
...

...

1 𝑛 · · · 𝑛𝑛−1 𝑛𝑛

1 𝑥 · · · 𝑥𝑛−1 𝑥𝑛


=(𝑛 − 1)!𝑥 ·

∏
𝑖≤𝑖< 𝑗≤𝑛

( 𝑗 − 𝑖) ·
𝑛∏

𝑘=1
(𝑥 − 𝑘) ≜ 𝐶 ·

𝑛∏
𝑘=0
(𝑥 − 𝑘)，其中𝐶 = (𝑛 − 1)!

∏
𝑖≤𝑖< 𝑗≤𝑛

( 𝑗 − 𝑖)

⇒ 𝑓 (𝑛) =
ˆ 𝑛

0
𝑓 ′ (𝑥)d𝑥 + 𝑓 (0) = 𝐶

ˆ 𝑛

0
𝑥(𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑛)d𝑥

𝑦=𝑛−𝑥
=========

𝐶

2

(ˆ 𝑛

0
𝑥(𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑛)d𝑥 −

ˆ 0

𝑛
(−𝑦)(1 − 𝑦) · · · (𝑛 − 𝑦)d𝑦

)
=
𝐶

2

(ˆ 𝑛

0
𝑥(𝑥 − 1) · · · (𝑥 − 𝑛)d𝑥 + (−1)𝑛+3

ˆ 𝑛

0
𝑦(𝑦 − 1) · · · (𝑦 − 𝑛)d𝑦

)
2 |𝑛
===== 0

故 det



1 1 · · · 1 1

2 22 · · · 2𝑛 2𝑛+1
...

...
...

...

𝑛 𝑛2 · · · 𝑛𝑛 𝑛𝑛+1

𝑛
2

𝑛2

3 · · · 𝑛𝑛

𝑛+1
𝑛𝑛+1

𝑛+2


= 0。

3.3.3 行列式与 Taylor公式

还是回到之前的例题：

例题 3.39计算 𝐷𝑛 (𝑥) = det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


解在 𝑎处进行 Taylor展开，其中 (𝑥 − 𝜉)(𝑎 − 𝜉) < 0：

𝐷𝑛 (𝑥) = 𝐷𝑛 (𝑎) + 𝐷′𝑛 (𝑎) (𝑥 − 𝑎) +
𝐷′′𝑛 (𝑎)

2!
(𝑥 − 𝑎)2 + 𝐷

(𝑛−1)
𝑛 (𝑎)
(𝑛 − 1)! (𝑥 − 𝑎)

𝑛−1 + 𝐷
(𝑛)
𝑛 (𝑎)
𝑛!

(𝑥 − 𝑎)𝑛 + 𝐷
(𝑛+1)
𝑛 (𝜉)
(𝑛 + 1)! (𝑥 − 𝑎)

𝑛+1

𝐷′𝑛 (𝑥) = det



1 0 · · · 0

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


+ det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

0 1 · · · 0
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


+ · · · + det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

0 0 · · · 1


= 𝑛𝐷𝑛−1 (𝑥)

⇒ 𝐷 (𝑘 )𝑛 (𝑥) = 𝑛(𝑛−1) · · · (𝑛− 𝑘 +1)𝐷𝑛−𝑘 (𝑥)，又 𝐷2 (𝑎) = 𝐷3 (𝑎) = · · · = 𝐷𝑛 (𝑎) = 0，有 𝐷′𝑛 (𝑎) = · · · = 𝐷
(𝑛−2)
𝑛 = 0

而 𝐷 (𝑛−1)
𝑛 (𝑥) = 𝑛(𝑛 − 1) · · · 2 · 𝐷1 (𝑥) = 𝑛!𝑥, 𝐷 (𝑛)𝑛 (𝑥) = 𝑛!𝐷0 (𝑥) = 𝑛!，由 𝐷𝑛 (𝑥) 是 𝑛次多项式，𝐷 (𝑛+1)𝑛 (𝑥) = 0。

⇒ 𝐷𝑛 (𝑥) =
𝐷 (𝑛−1)

𝑛 (𝑎)
(𝑛 − 1)! (𝑥 − 𝑎)

𝑛−1 + 𝐷
(𝑛)
𝑛 (𝑎)
𝑛!

(𝑥 − 𝑎)𝑛 = 𝑛𝑎(𝑥 − 𝑎)𝑛−1 + (𝑥 − 𝑎)𝑛。
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3.4 综合练习 *

例题 3.40 设 𝑓 (𝑥) 在区间 𝐼 上 𝑛 阶可导，∀𝑥 ∈ 𝐼, | 𝑓 (𝑥) | < 𝑀0, | 𝑓 (𝑛) (𝑥) | < 𝑀𝑛。证明：∃𝑀1, · · · , 𝑀𝑛−1, 使得

∀𝑥 ∈ 𝐼, 𝑘 = 1, · · · , 𝑛 − 1, | 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) | < 𝑀𝑘。

证明 取非 0互异 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛−1 ∈ 𝐼，在 𝑥处作 Taylor展开： 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑖) = 𝑓 (𝑥) +
𝑛∑

𝑘=1

𝑓 (𝑘 ) (𝑥)
𝑘!

𝑎𝑘𝑖 +
𝑓 (𝑛) (𝜉𝑖)
𝑛!

𝑎𝑛𝑖。

⇒ |
𝑛∑

𝑘=1

𝑓 (𝑘 ) (𝑥)
𝑘!

𝑎𝑘𝑖 | = | 𝑓 (𝑥 + 𝑎𝑖) − 𝑓 (𝑥) −
𝑓 (𝑛) (𝜉𝑖)
𝑛!

𝑎𝑛𝑖 | ≤ 2𝑀0 +
𝐴

𝑛!
𝑀𝑛，其中 𝐴 = max

1≤𝑖≤𝑛−1
|𝑎𝑖 |𝑛。

令 𝐴𝑖 (𝑥) =
𝑛∑

𝑘=1

𝑓 (𝑘 ) (𝑥)
𝑘!

𝑎𝑘𝑖，则 |𝐴𝑖 (𝑥) | ≤ 2𝑀0 +
𝐴

𝑛!
𝑀𝑛，且有

𝑎1
𝑎2

1
2!

· · ·
𝑎𝑛−1

1
(𝑛 − 1)!

𝑎2
𝑎2

2
2!

· · ·
𝑎𝑛−1

2
(𝑛 − 1)!

...
...

...

𝑎𝑛
𝑎2
𝑛

2!
· · · 𝑎𝑛−1

𝑛

(𝑛 − 1)!





𝑓 ′ (𝑥)
𝑓 ′′ (𝑥)
...

𝑓 (𝑛−1) (𝑥)


=



𝐴1 (𝑥)
𝐴2 (𝑥)
...

𝐴𝑛 (𝑥)


,∀𝑥 ∈ 𝐼。记 𝐷𝑛 =



𝑎1
𝑎2

1
2!

· · ·
𝑎𝑛−1

1
(𝑛 − 1)!

𝑎2
𝑎2

2
2!

· · ·
𝑎𝑛−1

2
(𝑛 − 1)!

...
...

...

𝑎𝑛
𝑎2
𝑛

2!
· · · 𝑎𝑛−1

𝑛

(𝑛 − 1)!


，

由 det𝐷𝑛 =
𝑛−1∏
𝑘=1

𝑎𝑘
𝑘!
·

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛−1

(𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖) ≠ 0，方程组有唯一解



𝑓 ′ (𝑥)
𝑓 ′′ (𝑥)
...

𝑓 (𝑛−1) (𝑥)


= 𝐷−1

𝑛



𝐴1 (𝑥)
𝐴2 (𝑥)
...

𝐴𝑛 (𝑥)


，

不妨设为 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) =
𝑛∑
𝑗=1
𝜆 𝑗𝑘𝐴𝑖 (𝑥)，则 | 𝑓 (𝑘 ) (𝑥) | ≤

𝑛∑
𝑗=1
|𝜆 𝑗𝑘 | |𝐴𝑖 (𝑥) | ≤

(
2𝑀0 +

𝐴

𝑛!
𝑀𝑛

)
𝑛∑
𝑗=1
|𝜆 𝑗𝑘 | ≜ 𝑀𝑘。

3.4 综合练习 *

例题 3.41(轮换矩阵的行列式) 设 circ(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) =



𝑎1 𝑎2 · · · 𝑎𝑛

𝑎𝑛 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1
...

...
...

𝑎2 𝑎3 · · · 𝑎1


，计算 det circ(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)。

解令 𝑓 (𝑥) =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘+1𝑥𝑘，记 𝜔 𝑗 = 𝑒
2 𝑗 𝜋𝑖
𝑛 ，则 𝜔 𝑗 · 𝜔𝑘 = 𝜔 𝑗+𝑘。记 Ω =



1 1 · · · 1

𝜔1 𝜔2 · · · 𝜔𝑛

...
...

...

𝜔𝑛−1
1 𝜔𝑛−1

2 · · · 𝜔𝑛−1
𝑛


，

则 detΩ =
∏

𝑖≤ 𝑗<𝑘≤𝑛
(𝜔𝑘 − 𝜔 𝑗 ) ≠ 0。记 Λ = (𝜆𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 = circ(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)Ω，则 detΛ = det circ(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) · detΩ。

考虑 𝜆11 = 1𝑎1 + 𝜔1𝑎2 + · · · + 𝜔𝑛−1
1 𝑎𝑛 = 𝑓 (𝜔1)，𝜆21 = 1𝑎𝑛 + 𝜔1𝑎1 + · · · + 𝜔𝑛−1

1 𝑎𝑛−1 = 𝜔1 𝑓 (𝜔1)，同理可得

Λ =



𝑓 (𝜔1) 𝑓 (𝜔2) · · · 𝑓 (𝜔𝑛)
𝜔1 𝑓 (𝜔1) 𝜔2 𝑓 (𝜔2) · · · 𝜔𝑛 𝑓 (𝜔𝑛)

...
...

...

𝜔𝑛−1
1 𝑓 (𝜔1) 𝜔𝑛−1

2 𝑓 (𝜔2) · · · 𝜔𝑛−1
𝑛 𝑓 (𝜔𝑛)


⇒ detΛ =

𝑛∏
𝑙=1

𝑓 (𝜔𝑙) ·
∏

𝑖≤ 𝑗<𝑘≤𝑛
(𝜔𝑘 − 𝜔 𝑗 )

⇒ det circ(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛) =
detΛ
detΩ

=
𝑛∏

𝑘=1
𝑓 (𝜔𝑘)。

� 练习 3.5计算 circ(𝑎1, · · · , 𝑎𝑛)−1

31



3.4 综合练习 *

例题 3.42(Cauchy行列式) 设复数列 {𝑥𝑖}𝑛𝑖=1, {𝑦 𝑗 }
𝑛
𝑗=1满足 𝑥𝑖 ≠ 𝑦 𝑗 ,∀𝑖, 𝑗，计算

det𝐶𝑛 (𝑥, 𝑦) = det



1
𝑥1 − 𝑦1

1
𝑥1 − 𝑦2

· · · 1
𝑥1 − 𝑦𝑛

1
𝑥2 − 𝑦1

1
𝑥2 − 𝑦2

· · · 1
𝑥2 − 𝑦𝑛

...
...

...
1

𝑥𝑛 − 𝑦1

1
𝑥𝑛 − 𝑦2

· · · 1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛


解

det



1
𝑥1 − 𝑦1

1
𝑥1 − 𝑦2

· · · 1
𝑥1 − 𝑦𝑛

1
𝑥2 − 𝑦1

1
𝑥2 − 𝑦2

· · · 1
𝑥2 − 𝑦𝑛

...
...

...
1

𝑥𝑛 − 𝑦1

1
𝑥𝑛 − 𝑦2

· · · 1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛


−𝑟𝑛→𝑟𝑘==============

∀𝑘=1, · · · ,𝑛−1
det



𝑥𝑛 − 𝑥1

(𝑥1 − 𝑦1) (𝑥𝑛 − 𝑦1)
𝑥𝑛 − 𝑥1

(𝑥1 − 𝑦2) (𝑥𝑛 − 𝑦2)
· · · 𝑥𝑛 − 𝑥1

(𝑥1 − 𝑦𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)
𝑥𝑛 − 𝑥2

(𝑥2 − 𝑦1) (𝑥𝑛 − 𝑦1)
𝑥𝑛 − 𝑥2

(𝑥2 − 𝑦2) (𝑥𝑛 − 𝑦2)
· · · 𝑥𝑛 − 𝑥2

(𝑥2 − 𝑦𝑛)(𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)
...

...
...

1
𝑥𝑛 − 𝑦1

1
𝑥𝑛 − 𝑦2

· · · 1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛


=

1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑛−1∏
𝑗=1

𝑥𝑛 − 𝑥 𝑗
𝑥𝑛 − 𝑦 𝑗

· det



1
𝑥1 − 𝑦1

1
𝑥1 − 𝑦2

· · · 1
𝑥1 − 𝑦𝑛

1
𝑥2 − 𝑦1

1
𝑥2 − 𝑦2

· · · 1
𝑥2 − 𝑦𝑛

...
...

...

1 1 · · · 1


−𝑐𝑛→𝑐𝑘==============

∀𝑘=1, · · · ,𝑛−1

1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑛−1∏
𝑗=1

𝑥𝑛 − 𝑥 𝑗
𝑥𝑛 − 𝑦 𝑗

·



𝑦1 − 𝑦𝑛
(𝑥1 − 𝑦1)(𝑥1 − 𝑦𝑛)

𝑦2 − 𝑦𝑛
(𝑥1 − 𝑦2)(𝑥1 − 𝑦𝑛)

· · · 1
𝑥1 − 𝑦𝑛

𝑦1 − 𝑦𝑛
(𝑥2 − 𝑦1)(𝑥2 − 𝑦𝑛)

𝑦2 − 𝑦𝑛
(𝑥2 − 𝑦2)(𝑥2 − 𝑦𝑛)

· · · 1
𝑥2 − 𝑦𝑛

...
...

...

0 0 · · · 1


=

1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑛−1∏
𝑗=1

𝑥𝑛 − 𝑥 𝑗
𝑥𝑛 − 𝑦 𝑗

·



𝑦1 − 𝑦𝑛
(𝑥1 − 𝑦1)(𝑥1 − 𝑦𝑛)

𝑦2 − 𝑦𝑛
(𝑥1 − 𝑦2)(𝑥1 − 𝑦𝑛)

· · · 𝑦𝑛−1 − 𝑦𝑛
(𝑥1 − 𝑦𝑛−1) (𝑥1 − 𝑦𝑛)

𝑦1 − 𝑦𝑛
(𝑥2 − 𝑦1)(𝑥2 − 𝑦𝑛)

𝑦2 − 𝑦𝑛
(𝑥2 − 𝑦2)(𝑥2 − 𝑦𝑛)

· · · 𝑦𝑛−1 − 𝑦𝑛
(𝑥2 − 𝑦𝑛−1) (𝑥2 − 𝑦𝑛)

...
...

...
𝑦1 − 𝑦𝑛

(𝑥𝑛−1 − 𝑦1)(𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛)
𝑦2 − 𝑦𝑛

(𝑥𝑛−1 − 𝑦2)(𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛)
· · · 𝑦𝑛−1 − 𝑦𝑛

(𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1) (𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛)


=

1
𝑥𝑛 − 𝑦𝑛

𝑛−1∏
𝑗=1

(𝑥𝑛 − 𝑥 𝑗 ) (𝑦 𝑗 − 𝑦𝑛)
(𝑥𝑛 − 𝑦 𝑗 ) (𝑥 𝑗 − 𝑦𝑛)

· det



1
𝑥1 − 𝑦1

1
𝑥1 − 𝑦2

· · · 1
𝑥1 − 𝑦𝑛−1

1
𝑥2 − 𝑦1

1
𝑥2 − 𝑦2

· · · 1
𝑥2 − 𝑦𝑛−1

...
...

...
1

𝑥𝑛−1 − 𝑦1

1
𝑥𝑛−1 − 𝑦2

· · · 1
𝑥𝑛−1 − 𝑦𝑛−1


递推
======

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 ) (𝑦 𝑗 − 𝑦𝑖)

𝑛∏
𝑖, 𝑗=1
(𝑥𝑖 − 𝑦 𝑗 )
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3.4 综合练习 *

�
笔记 𝑥𝑛 = 𝑛 − 1, 𝑦𝑛 = −𝑛时，𝐶𝑛 (𝑥, 𝑦) 称为 Hilbert矩阵。Hilbert矩阵正定且高度病态 (对任意一个元素的微小扰

动都会导致行列式和逆的巨大变化)。
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第四章 秩与相抵

4.1 秩与相抵的基本概念

在开始之前，先回顾一些秩的定义和性质。

定义 4.1

♣

设 𝐴至少有一个 𝑟 阶非零子式，且所有 𝑟 + 1阶子式均为零,则称 𝑟 为 𝐴的秩。当 𝐴 = 𝑂 时，𝐴不含任何

非零子式，定义其秩为 0。

还有一个等价的定义：

定义 4.2

♣

对于 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚和 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝑃𝐴𝑄 =


𝐼𝑟 0

0 0

。此时，称 𝑟 为 𝐴的秩。

显然 𝑚 × 𝑛矩阵 𝐴的非零子式的最高阶数 rank(𝐴) ≤ min{𝑚, 𝑛}．如果 𝑚 = 𝑛，当 rank(𝐴)达到最大值 𝑛时称

𝐴为满秩方阵．𝐴是满秩方阵⇔ det 𝐴 ≠ 0↔ 𝐴可逆．当 rank 𝐴 = 𝑚 < 𝑛时，称 𝐴为行满秩矩阵，它的行向量组

线性无关．当 rank 𝐴 = 𝑛 < 𝑚时。称 𝐴为列满秩矩阵，它的列向量组线性无关。以下给出相抵的定义：

定义 4.3

♣设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，若 𝐴可通过有限次初等变换变为 𝐵，则称 𝐴与 𝐵相抵。

定理 4.4

♡
设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝐴与 𝐵相抵的充分必要条件是存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚和 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝐵 = 𝑃𝐴𝑄。

矩阵的相抵是一个等价关系，因此其满足以下性质：

命题 4.5

♠

设 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ F𝑚×𝑛，则
1. 反身性：𝐴与 𝐴相抵；

2. 对称性：若 𝐴与 𝐵相抵，则 𝐵与 𝐴相抵；

3. 传递性：若 𝐴与 𝐵相抵，且 𝐵与 𝐶 相抵，则 𝐴与 𝐶 相抵。

因此，可以将矩阵集 F𝑚×𝑛 划分为若干个相抵等价类，每一个 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛 属于其中唯一的一类，同一类的矩
阵互相相抵，不同类的矩阵不相抵。从每一类中任选一个矩阵作为该类的代表元，则这些代表元构成了矩阵集

F𝑚×𝑛的一个划分。以选取最简单的矩阵 𝑆𝑟 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 为例，每个矩阵都可以通过初等变换化为某个 𝑆𝑟，因此选

取这些 𝑆𝑟 作为等价类的代表元，称为矩阵的相抵标准形。

定理 4.6

♡
设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝐴与 𝐵相抵的充分必要条件是 rank(𝐴) = rank(𝐵)。

秩满足以下性质：



4.2 秩不等式

命题 4.7

♠

1. rank(𝐴) + rank(𝐵) = rank

𝐴 𝑂

𝑂 𝐵

 .
2. rank(𝐴𝐵) ≤ min{rank(𝐴), rank(𝐵)}.
3. 若 𝑃为可逆矩阵，则 rank(𝑃𝐴) = rank(𝐴𝑃) = rank(𝐴).

4. rank

𝐴 𝑂

𝑂 𝐵

 ≤ rank

𝐴 𝐶

𝑂 𝐵


5. rank(𝐴 + 𝐵) ≤ rank

[
𝐴 𝐵

]
≤ rank(𝐴) + rank(𝐵)

4.2 秩不等式

定理 4.8 (Frobenius)

♡
rank(𝐴𝐵) + rank(𝐵𝐶) ≤ rank(𝐴𝐵𝐶) + rank(𝐵)

证明 
𝐴𝐵𝐶 𝑂

𝑂 𝐵

 →

𝐴𝐵𝐶 𝐴𝐵

𝑂 𝐵

 →

𝑂 𝐴𝐵

−𝐵𝐶 𝐵


⇒ rank(𝐴𝐵) + rank(𝐵𝐶) ≤ rank


𝑂 𝐴𝐵

−𝐵𝐶 𝐵

 = rank(𝐴𝐵𝐶) + rank(𝐵)

特别的，取 𝐵 = 𝐼𝑛，就可以得到：

推论 4.9 (Sylvester)

♡
rank(𝐴𝐶) + 𝑛 ≥ rank(𝐴) + rank(𝐶)

例题 4.1 (2014-2015期中) 证明: 若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝 且 𝐴𝐵 = 𝑂,则 rank(𝐴) + rank(𝐵) ≤ 𝑛.
证明 由 Sylvester不等式，rank(𝐴) + rank(𝐵) ≤ rank(𝐴𝐵) + 𝑛 = 𝑛
例题 4.2 (2012-2013期中) 证明：对于任意 𝑛阶方阵 𝐴均有 rank(𝐼𝑛 − 𝐴) + rank(𝐼𝑛 + 𝐴) ≥ 𝑛，等号成立当且仅当
𝐴2 = 𝐼𝑛

证明 首先有 rank(𝐼𝑛 − 𝐴) + rank(𝐼𝑛 + 𝐴) ≥ rank((𝐼𝑛 − 𝐴) + (𝐼𝑛 + 𝐴)) = 𝑛。考虑等号成立条件：
(⇐)由 Sylvester不等式，rank(𝐼𝑛 − 𝐴) + rank(𝐼𝑛 + 𝐴) ≤ rank((𝐼𝑛 − 𝐴) (𝐼𝑛 + 𝐴)) + 𝑛 = 𝑛。

(⇒)

𝐼𝑛 − 𝐴 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 + 𝐴

 →

𝐼𝑛 − 𝐴 𝐼𝑛 − 𝐴
𝑂 𝐼𝑛 + 𝐴

 →

𝐼𝑛 − 𝐴 2𝐼𝑛

𝐼𝑛 + 𝐴

 →

𝐼𝑛 − 𝐴 2𝐼𝑛

1
2 (𝐼𝑛 − 𝐴2) 𝑂

 →


𝑂 2𝐼𝑛
1
2 (𝐼𝑛 − 𝐴2) 𝑂


此时由 rank


𝐼𝑛 − 𝐴 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 + 𝐴

 = 𝑛即有 𝐼𝑛 − 𝐴2 = 𝑂，即 𝐴2 = 𝐼𝑛。

例题 4.3 证明：对于任意 𝑛阶方阵 𝐴均有 rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) ≥ 𝑛，等号成立当且仅当 𝐴2 = 𝐴

证明 首先有 rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) ≥ rank((𝐼𝑛 − 𝐴) + 𝐴) = 𝑛。考虑等号成立条件：
(⇐)由 Sylvester不等式，rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) ≤ rank(𝐴(𝐼𝑛 − 𝐴)) + 𝑛 = 𝑛。

(⇒)

𝐴 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐴

 →

𝐴 𝐼𝑛 − 𝐴
𝑂 𝐼𝑛 − 𝐴

 →

𝐴 𝐼𝑛

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐴

 →


𝐴 𝐼𝑛

𝐴 − 𝐴2 𝑂

 →


𝑂 𝐼𝑛

𝐴 − 𝐴2 𝑂


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4.3 初等变换与秩

此时由 rank


𝑂 𝐼𝑛

𝐴 − 𝐴2 𝑂

 = 𝑛即有 𝐴 − 𝐴2 = 𝑂，即 𝐴2 = 𝐴。

� 练习 4.1 (2013-2014 期中) 证明：对于任意 𝑛 阶方阵 𝐴 均有 rank(𝐴) + rank(2𝐼𝑛 − 𝐴) ≥ 𝑛，等号成立当且仅当

𝐴2 = 2𝐴

例题 4.4 (2019-2020期中) 若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 满足 𝐴2 = 𝑂，证明：rank(𝐴) ≤ ⌊ 𝑛2 ⌋ .并对每个 𝑛给出一个 𝑛阶方阵 𝐴使

得 𝐴2 = 𝑂 且 rank(𝐴) = ⌊ 𝑛2 ⌋ .

证明 不等式是显然的，只给出构造。记 𝐽 =


0 1

0 0

，取 𝐴 = diag(𝐽, · · · , 𝐽) or 𝐴 = diag(𝐽, · · · , 𝐽, 0)即可。

例题 4.5 𝐴是 𝑛阶方阵，∃𝑁 ∈ N∗使得 rank(𝐴𝑁 ) = rank(𝐴𝑁+1)，证明：∀𝑚 > 𝑁, rank(𝐴𝑚) = rank(𝐴𝑁 )
证明 只证明 rank(𝐴𝑁 ) = rank(𝐴𝑁+1) = rank(𝐴𝑁+2)，剩余递推即可。
一方面，由 Frobenius不等式，rank(𝐴𝑁 𝐴) + rank(𝐴𝐴𝑁 ) ≤ rank(𝐴𝐴𝑁 𝐴) + rank(𝐴𝑁 ) ⇒ rank(𝐴𝑁 ) ≤ rank(𝐴𝑁+2)
另一方面，rank(𝐴𝑁+2) = rank(𝐴𝑁 𝐴2) ≤ rank(𝐴𝑁 )，因此 rank(𝐴𝑁 ) = rank(𝐴𝑁+2)。

4.3 初等变换与秩

例题 4.6 (2011-2012期中) 若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，则 𝐼𝑛 − 𝐵𝐴, 𝐼𝑚 − 𝐴𝐵,

𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛

 的秩有什么关系？
解


𝐼𝑚 − 𝐴𝐵 𝑂

𝑂 𝐼𝑛

 ←

𝐼𝑚 − 𝐴𝐵 𝑂

𝐵 𝐼𝑛

 ←

𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛

 →

𝐼𝑚 𝑂

𝐵 𝐼𝑛 − 𝐵𝐴

 →

𝐼𝑚 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐵𝐴


故 𝑛 + rank(𝐼𝑚 − 𝐴𝐵) = 𝑚 + rank(𝐼𝑛 − 𝐵𝐴) = rank


𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛


例题 4.7求下列矩阵的秩：

(1)𝐴 =



1 0 · · · 0 𝑎1

0 1 · · · 0 𝑎2
...

...
...

...

0 0 · · · 1 𝑎𝑚

𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑚 1


(2)𝐵 =



1 − 𝑎1𝑏1 −𝑎1𝑏2 · · · −𝑎1𝑏𝑛

−𝑎2𝑏1 1 − 𝑎2𝑏2 · · · −𝑎2𝑏𝑛
...

...
...

−𝑎𝑛𝑏1 −𝑎𝑛𝑏2 · · · 1 − 𝑎𝑛𝑏𝑛


(3)𝐶 =



𝑎 𝑏 · · · 𝑏

𝑏 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

𝑏 𝑏 · · · 𝑎

𝑛×𝑛
解 (1)记 𝐴 =


𝐼𝑚 𝛼

𝛽𝑇 1

，则 rank(𝐴) = 𝑚 + rank(1 − 𝛽𝑇𝛼)。若 𝛽𝑇𝛼 = 1，则 rank(𝐴) = 𝑚 + 1，否则 rank(𝐴) = 𝑚。

(2)𝐵 = 𝐼𝑛 −



𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑛


[
𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

]
= 𝐼𝑛 − 𝛼𝛽𝑇，此时 1 + rank(𝐵) = 𝑛 + rank(1 − 𝛽𝑇𝛼)。
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4.4 补充：利用矩阵结构的求逆技巧

(3)𝐶 = (𝑎 − 𝑏)𝐼𝑛 +



𝑏

𝑏
...

𝑏


[
1 1 · · · 1

]
。若 𝑎 = 𝑏 = 0，则 rank(𝐶) = 0；若 𝑎 = 𝑏 ≠ 0，则 rank(𝐶) = 1。

对 𝑎 ≠ 𝑏, 𝐶 = (𝑎 − 𝑏)

©­­­­­­­«
𝐼𝑛 −



− 𝑏
𝑎−𝑏

− 𝑏
𝑎−𝑏
...

− 𝑏
𝑎−𝑏


[
1 1 · · · 1

]ª®®®®®®®¬
，若 𝑏 = − 𝑎

𝑛−1，则 rank(𝐶) = 𝑛 − 1，否则 rank(𝐶) = 𝑛。

例题 4.8 (2014-2015期中)(满秩分解) 证明：若 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，则 rank(𝐴) = 𝑟 等价于存在列满秩矩阵 𝐵 ∈ F𝑚×𝑟 与行
满秩矩阵 𝐶 ∈ F𝑟×𝑛 使得 𝐴 = 𝐵𝐶。

证明 存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚和 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛 使得 𝐴 = 𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄 = 𝑃


𝐼𝑟

𝑂


[
𝐼𝑟 𝑂

]
𝑄。

取 𝐵 = 𝑃


𝐼𝑟

𝑂

，𝐶 =
[
𝐼𝑟 𝑂

]
𝑄即可。

例题 4.9 (2016-2017期中) 𝐴是 𝑛阶方阵，rank(𝐴) = 1, 𝑐 = tr(𝐴)，证明：𝐴2 = 𝑐𝐴，并求 det(𝐼 + 𝐴)
解对 𝐴作满秩分解 𝐴 = 𝛽𝛼𝑇，其中 𝛼, 𝛽是列向量，则 𝐴2 = 𝛽𝛼𝑇 𝛽𝛼𝑇 = 𝛽(𝛼𝑇 𝛽)𝛼𝑇 = 𝑐𝐴。

其中 𝑐 = tr(𝐴) = tr(𝛽𝛼𝑇 ) = tr(𝛼𝑇 𝛽) = 𝛼𝑇 𝛽. det(𝐼 + 𝐴) = det(𝐼 + 𝛽𝛼𝑇 ) = det(1 + 𝛼𝑇 𝛽) = 1 + 𝑐.
例题 4.10 (2015-2016期中) 判断：若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，则 rank(𝐴𝐵) = rank(𝐵𝐴)

证明 错误。𝐴 =


−2 4

1 −2

 , 𝐵 =


2 4

−3 −6

 满足 𝐴𝐵 ≠ 𝑂, 𝐵𝐴 = 𝑂。

例题 4.11设 𝐴, 𝐵为 𝑛阶方阵，𝐴2 = 𝐴, 𝐵2 = 𝐵, 𝐼 − 𝐴 − 𝐵可逆，证明 rank(𝐴) = rank(𝐵)
证明 由 Sylvester不等式，rank(𝐴) = rank(𝐼 − 𝐴 − 𝐵) − 𝑛 + rank(𝐴) ≤ rank(𝐴 − 𝐴2 − 𝐵𝐴) = rank(𝐵𝐴)

而 rank(𝐵𝐴) ≤ rank(𝐵)，得到 rank(𝐴) ≤ rank(𝐵)。同理 rank(𝐵) ≤ rank(𝐴)，故 rank(𝐴) = rank(𝐵)。
如果注意力足够好，则有更简单的做法：

证明 注意到 (𝐼 − 𝐴 − 𝐵)𝐵 = −𝐴𝐵 = 𝐴(𝐼 − 𝐴 − 𝐵)，由左乘或右乘可逆矩阵不改变秩，有 rank(𝐵) = rank(𝐴)
例题 4.12设 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛，证明：𝐴2 = 𝐴时 rank(𝐴) = tr(𝐴)。

证明 记 𝑟 = rank(𝐴)，则 ∃𝑃,𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (R), 𝑠.𝑡.𝐴 = 𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄，此时 𝐴2 = 𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄 = 𝐴。

消去可逆矩阵，


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

。对 𝑄𝑃作分块


𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

，代入前式，得到
𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂



𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22



𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 =


𝑅11 𝑂

𝑂 𝑂

 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 ⇒ 𝑅11 = 𝐼𝑟，此时

tr(𝐴) = tr ©­«𝑃

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄ª®¬ = tr ©­«

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃ª®¬ = tr ©­«

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂



𝐼𝑟 𝑅12

𝑅21 𝑅22

ª®¬ = tr

𝐼𝑟 𝑅12

𝑂 𝑂

 = 𝑟 = rank(𝐴)。
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4.4 补充：利用矩阵结构的求逆技巧

4.4 补充：利用矩阵结构的求逆技巧

定理 4.10 (Schur补)

♡

设 𝑀 =


𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

，其中 𝐴和 𝐷均为方阵，且 𝐴可逆，定义 Schur补为 𝑆 = 𝐷 −𝐶𝐴−1𝐵，则当 𝑆可逆时，𝑀

也可逆，且其逆矩阵为

𝑀−1 =


𝐴−1 + 𝐴−1𝐵𝑆−1𝐶𝐴−1 −𝐴−1𝐵𝑆−1

−𝑆−1𝐶𝐴−1 𝑆−1


对 𝐷 可逆的情况亦然。

定理 4.11 (Sherman-Morrison秩 1修正)

♡

设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 可逆，𝛼, 𝛽 ∈ F𝑛×1，则 𝐴 + 𝛼𝛽𝑇 可逆的充分必要条件是 1 + 𝛽𝑇 𝐴−1𝛼 ≠ 0，且此时

(𝐴 + 𝛼𝛽𝑇 )−1 = 𝐴−1 − 𝐴
−1𝛼𝛽𝑇 𝐴−1

1 + 𝛽𝑇 𝐴−1𝛼

定理 4.12 (Woodbury秩 k修正)

♡

设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 可逆，𝑈,𝑉 ∈ F𝑛×𝑘，则 𝐴 +𝑈𝑉𝑇 可逆的充分必要条件是 𝐼𝑘 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈 可逆，且此时

(𝐴 +𝑈𝑉𝑇 )−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝑈 (𝐼𝑘 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈)−1𝑉𝑇 𝐴−1

进一步地，若 𝐶 ∈ F𝑘×𝑘 可逆，则 𝐴 +𝑈𝐶𝑉𝑇 可逆的充分必要条件是 𝐶−1 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈 可逆，且此时

(𝐴 +𝑈𝐶𝑉𝑇 )−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝑈 (𝐶−1 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈)−1𝑉𝑇 𝐴−1
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第五章 线性空间的基与线性映射

5.0 选择公理 *

选择公理是现代数学的一个基本公理，尽管其陈述看起来非常直观，但它却能引出一些非常强大且惊人的

结论。

公理 5.1 (选择公理)

♡

对于任意一族非空集合，总能构造出一个新的集合，其元素是从原先集合族的每一个集合中恰好各取一

个元素组成的。也可表述如下：

设 𝐼 是非空集合族 C := {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} 的指标集，且 ∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝐴𝑖 ≠ ∅，则存在映射 𝑓 : 𝐼 → ⋃
𝑖∈𝐼

𝐴𝑖，使得

∀𝑖 ∈ 𝐼, 𝑓 (𝑖) ∈ 𝐴𝑖。

如果集合族 C 是有限的，那么选择公理是显然成立的，因为可以逐个选择每个集合中的元素，这个过程可
以在有限步内完成。如果集合族 C 是无限的，但是但每个集合内部的元素有明确的规则可以依循，此时通常也
不需要选择公理。例如，假设 C是所有正整数集的非空子集构成的集族，可以定义一个选择函数 𝑓 (𝐴) = min 𝐴。

这个规则是明确的，不需要任意选择。但是选择公理的威力体现在当集合族 C 是无限的，并且其中集合的元素
没有可辨识的特征或明确的排序规则时。例如，想象一个无限集族，其中每个集合都包含一对无法区分的袜子。

选择公理断言，即使没有任何标准（比如大小、颜色），也能够为每一双袜子都指定一只“左脚”的袜子。这个

“指定”的过程是非构造性的，公理只保证了选择的可能性，但没有告知如何去选择。这种非构造性是选择公理

争议的来源。它断言了某个对象（选择函数或由所选元素构成的集合）的存在，但没有给出具体构造它的方法。

以下是一些选择公理的等价表述：

引理 5.2 (Zorn引理)

♡
设 (𝑃, ≤)是偏序集，且每个链（全序子集）都有上界，则 𝑃中存在极大元。

引理 5.3 (良序原理)

♡每个集合都可以良序化，即存在一个全序关系，使得每个非空子集都有最小元。

选择公理是现代数学的基石之一，许多习以为常的定理都依赖于它。以下是一些依赖选择公理的著名定理：

每个向量空间都存在一个 Hamel基。

Hilbert空间中每个有界序列都有一个弱收敛子列。

任意多个紧拓扑空间的积空间仍然是紧的。

在赋范线性空间中，任何定义在子空间上的有界线性泛函都可以扩展到整个空间，且保持其范数不变。

但是，当承认选择公理时，也会引入一些反直觉的结果。

命题 5.4 (Banach-Tarski悖论)

♠

在三维欧氏空间中，存在一种将一个单位球体分割成有限个不重叠的部分，并通过平移和旋转将这些部

分重新组合成两个与原球体大小相同的球体的方法。

关于 Banach-Tarski悖论，可以观看BV1Ps411m7a8以获得更深入的理解。

https://www.bilibili.com/video/BV1Ps411m7a8/


5.1 线性空间的基 *

5.1 线性空间的基 *

5.1.1 Hamel基

课程中同学们学习的基的定义只在有限维线性空间上，而一般的不确定维度的线性空间上，一种较为简单

的和课本涉及的有限维的基定义相容的定义被称为 Hamel基。

定义 5.5 (Hamel基)

♣

设 𝑉 是域 F上的线性空间，称 𝑉 中的一组向量 {𝛼𝑖 | 𝑖 ∈ 𝑆}是 𝑉 的 Hamel基，若 ∀𝑥 ∈ 𝑉，存在唯一的有
限子集 𝑇 ⊆ 𝑆和 {𝑐𝑖 ∈ F | 𝑖 ∈ 𝑇}，使得 𝑥 =

∑
𝑖∈𝑇

𝑐𝑖𝛼𝑖。

需要注意的是，Hamel基的定义中要求线性组合是有限的，这与某些空间的自然基不同。例如，考虑以下线

性空间 RN，即形如 (𝑥1, 𝑥2, . . .)的所有实数序列构成的线性空间。该空间的自然基为 {𝑒𝑖 | 𝑖 ∈ N}，其中 𝑒𝑖 是第 𝑖

个位置为 1，其余位置为 0的序列。然而，这个自然基并不是 Hamel基，因为某些序列（例如 𝑎 = (1, 1, 1, . . .)）
无法表示为有限个基向量的线性组合。事实上，在 𝐻𝑎𝑚𝑒𝑙 基的定义下，𝑎, 𝑒1, 𝑒2, . . .是线性无关的，即便有看似

成立的等式 𝑥 =
∞∑
𝑖=1
𝑒𝑖。

事实上，一个空间是否存在 Hamel基是一个深刻的问题。Zorn引理保证了每个非零线性空间都存在 Hamel

基，但构造这样的基通常需要使用选择公理，且在实际应用中并不常见。

5.1.2 Schauder基

在刚才的例子中，我们看到 Hamel基的定义限制了线性组合的形式，导致某些自然基无法满足该定义。为

了解决这个问题，我们引入了 Schauder基的概念。但是，Schauder基的定义需要在线性空间上引入拓扑结构，因

此我们需要先了解一些基本的拓扑概念。

定义 5.6 (度量空间)

♣

设 𝑋 是一个非空集合，𝑑 : 𝑋 × 𝑋 → R是一个函数，若对任意 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋，满足以下条件：
1. 非负性：𝑑 (𝑥, 𝑦) ≥ 0，且当且仅当 𝑥 = 𝑦时，𝑑 (𝑥, 𝑦) = 0；

2. 对称性：𝑑 (𝑥, 𝑦) = 𝑑 (𝑦, 𝑥)；
3. 三角不等式：𝑑 (𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑 (𝑥, 𝑦) + 𝑑 (𝑦, 𝑧)；

则称 𝑑 为 𝑋 上的度量（距离），(𝑋, 𝑑)称为度量空间。

注距离概念是欧氏空间中两点间距离的抽象。例如，在 R𝑛 中 𝑑 (𝑥, 𝑦) =
√

𝑛∑
𝑖=1
(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2 满足以上三个条件，即欧

氏距离。

引入距离的目的是刻画收敛。

定义 5.7 (收敛与完备性)

♣

设 (𝑋, 𝑑)是度量空间，{𝑥𝑛}是 𝑋中的一个序列，{𝑥𝑛}收敛到 𝑥0是指 lim
𝑛→∞

𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥0) = 0，此时记作 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0

或 𝑥𝑛 → 𝑥0。

对于任意序列 {𝑥𝑛}，若对任意 𝜀 > 0，存在 𝑁 ∈ N，使得当 𝑚, 𝑛 > 𝑁 时，有 𝑑 (𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 𝜀，则称 {𝑥𝑛}是
Cauchy列或基本列。如果 (𝑋, 𝑑) 中的任意 Cauchy列均收敛于 𝑋 中的某个元素，则称 (𝑋, 𝑑)是完备的。

回到线性空间，现在需要把在线性空间中建立度量，于是引出了范数与赋范线性空间的概念。
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5.2 相关练习

定义 5.8 (范数与赋范线性空间)

♣

设 𝑉 是域 F上的线性空间，∥ · ∥ : 𝑉 → R是一个函数，若对任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑉 和 𝛼 ∈ F，满足以下条件：
1. 非负性：∥𝑥∥ ≥ 0，且当且仅当 𝑥 = 0时，∥𝑥∥ = 0；

2. 齐次性：∥𝛼𝑥∥ = |𝛼 |∥𝑥∥；
3. 三角不等式：∥𝑥 + 𝑦∥ ≤ ∥𝑥∥ + ∥𝑦∥；

则称 ∥ · ∥ 为 𝑉 上的范数，(𝑉, ∥ · ∥) 称为赋范线性空间。

注每个范数都可以诱导出一个度量，定义为 𝑑 (𝑥, 𝑦) = ∥𝑥 − 𝑦∥。因此，赋范线性空间 (𝑉, ∥ · ∥)也是一个度量空间

(𝑉, 𝑑)。但是反之不然。例如 R上的离散度量 𝑑 (𝑥, 𝑦) =


0, 𝑥 = 𝑦

1, 𝑥 ≠ 𝑦
不满足齐次性，故无法由任何范数诱导得到。

度量空间的完备性在赋范线性空间中也有对应的概念，即 Banach空间。

定义 5.9 (Banach空间)

♣
设 (𝑉, ∥ · ∥) 是赋范线性空间，若 (𝑉, 𝑑)是完备的，则称 (𝑉, ∥ · ∥) 为 Banach空间。

在了解了赋范线性空间与 Banach空间后，我们可以定义 Schauder基。它将 Hamel基的概念推广到了允许无

限线性组合的情况。

定义 5.10 (Schauder基)

♣

设 (𝑉, ∥ · ∥)是域 F上的 Banach空间。若 𝑉 中一个可数序列 {𝑒𝑛}满足 ∀𝑥 ∈ 𝑉，存在唯一的数列 {𝑎𝑛} ⊆ F，

使得 𝑥 =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒𝑛 ⇔ lim
𝑁→∞





𝑥 − 𝑁∑
𝑛=1

𝑎𝑛𝑒𝑛





 = 0，则称 {𝑒𝑛}为 𝑉 的 Schauder基。

例如，考虑平方可和的数列空间 𝑙2 =

{
(𝑥1, 𝑥2, . . .) : 𝑥𝑖 ∈ R,

∞∑
𝑖=1
𝑥2
𝑖 < ∞

}
，配备范数 ∥(𝑥1, 𝑥2, . . .)∥𝑙2 =

√
∞∑
𝑖=1
𝑥2
𝑖。

该空间是一个 Banach空间，其 Schauder基为 {𝑒𝑛 | 𝑛 ∈ N}，其中 𝑒𝑛 是第 𝑛个位置为 1，其余位置为 0的序列。

对于任意 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . .) ∈ 𝑙2，都有 𝑥 =
∞∑
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛，且该表示唯一。此时，𝑙
2的 Schauder基与其自然基相同。

在 Banach空间上，Hamel基组成集合的势也有特殊性质：其若非有限则不可数。这与 Schauder基的可数性

（通常）形成对比，表明在无限维空间中，Hamel基通常比 Schauder基“更大”。关于可数与不可数区别与性质，

可以观看BV12N411o7MU以获得更深入的理解。

5.2 相关练习

例题 5.1判断下述命题是否正确，并说明理由。
1. 若 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 (𝑠 ≥ 2)线性相关，则其中每一个向量都可以表示成其它向量的线性组合。
2. 如果向量组的任何一个非它本身的子向量组都线性无关，则该向量组也线性无关。

3. 若向量组线性无关,则它的任何子向量组都线性无关。

4. 𝐹𝑛 的 𝑛 + 1个向量组成的向量组必线性相关。

5. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 线性无关,则 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎2 + 𝑎3, . . . , 𝑎𝑠 + 𝑎1 必线性无关。

6. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 线性相关,则 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎2 + 𝑎3, . . . , 𝑎𝑠 + 𝑎1 必线性相关。

7. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 ∈ 𝐹𝑛 线性无关,则它们的加长向量组也必线性无关。

8. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 ∈ 𝐹𝑛 线性相关,则它们的加长向量组也必线性相关。

解

1. 若 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 (𝑠 ≥ 2)线性相关,则其中每一个向量都可以表示成其它向量的线性组合。
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否。考虑作为一维数组向量的 0, 1，1不能被 0表示为线性组合。

2. 如果向量组的任何一个非它本身的子向量组都线性无关，则该向量组也线性无关。

否。考虑二维数组向量组 (1, 0), (0, 1), (1, 1)。
3. 若向量组线性无关,则它的任何子向量组都线性无关。

是。不妨设原向量组集合为 𝑉，子向量组为 𝑉 ′ ⊂ 𝑉，则

𝑉线性无关

⇔
∑
𝛼∈𝑉

𝜆𝛼𝛼 = 0只有𝜆𝛼 = 0,∀𝛼 ∈ 𝑉唯一解

⇒
∑
𝛼∈𝑉 ′

𝜆𝛼𝛼 =
∑
𝛼∈𝑉 ′

𝜆𝛼𝛼 +
∑

𝛼∈𝑉−𝑉 ′
0 · 𝛼 = 0只有𝜆𝛼 = 0,∀𝛼 ∈ 𝑉 ′唯一解

⇔𝑉 ′线性无关

4. 𝐹𝑛 的 𝑛 + 1个向量组成的向量组必线性相关。

是。它们可作为列向量排成一个规格为 𝑛 × (𝑛 + 1) 的矩阵,这个矩阵作为系数矩阵对应的齐次线性方程组

的有非零解,该非零解表明它们可线性组合为零向量,因而线性相关。

5. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 线性无关,则 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎2 + 𝑎3, . . . , 𝑎𝑠 + 𝑎1 必线性无关。

否。记矩阵

𝑃 =



1 1 0 · · · 0

0 1 1 · · · 0
...

... . .
.

. .
. ...

0 0 · · · 1 1

1 0 · · · 0 1


⇒ 𝑃



𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑠


=



𝑎1 + 𝑎2

𝑎2 + 𝑎3
...

𝑎𝑠 + 𝑎1


根据 𝑠为偶数时 det 𝑃 = 0，𝑃不可逆知该向量组构成的矩阵一定无 𝑠阶可逆子矩阵（假如线性无关那么秩

为 𝑠，列秩也为 𝑠，从而一定可选出 𝑠个列得到一个可逆的 𝑠阶子矩阵），一定线性相关。

6. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 线性相关,则 𝑎1 + 𝑎2, 𝑎2 + 𝑎3, . . . , 𝑎𝑠 + 𝑎1 必线性相关。

是。𝑠为偶数时理由同 5，𝑠为奇数时 det(𝑃) ≠ 0，该二向量组等价，因此秩都严格小于 𝑠。

7. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 ∈ 𝐹𝑛 线性无关,则它们的加长向量组也必线性无关。

是。利用定义验证时仅考虑它们加长前的分量便可得全部的线性组合系数为 0。

8. 设 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 ∈ 𝐹𝑛 线性相关,则它们的加长向量组也必线性相关。

否。每一个线性无关的数组向量组都可添上零保持线性无关性，而它们现在都可看成是由线性相关的零向

量加长得到。

例题 5.2设 𝑓1 (𝑥) = 𝑒𝜆1𝑥 , 𝑓2 (𝑥) = 𝑒𝜆2𝑥 , · · · , 𝑓𝑛 (𝑥) = 𝑒𝜆𝑛𝑥 , 𝜆1, · · · , 𝜆𝑛 两两不同。证明： 𝑓1 (𝑥), 𝑓2 (𝑥), · · · , 𝑓𝑛 (𝑥) 线性
无关。

证明 若 𝑓1 (𝑥), 𝑓2 (𝑥), · · · , 𝑓𝑛 (𝑥) 线性无关，则存在 𝑎1, · · · , 𝑎𝑛 不全为 0使得 𝑔(𝑥) =
∑
𝑎𝑖𝑒

𝜆𝑖 𝑥 = 0。此时 𝑔 (𝑘 ) (𝑥) =∑
𝑎𝑖𝜆

𝑘
𝑖 𝑒

𝜆𝑖 𝑥 = 0。取 𝑥 = 0, 𝑘 = 0, 1, · · · , 𝑛 − 1并把方程组写成矩阵形式，即有

1 1 · · · 1

𝜆1 𝜆2 · · · 𝜆𝑛
...

...
...

𝜆𝑛−1
1 𝜆𝑛−1

2 · · · 𝜆𝑛−1
𝑛





𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑛


=



0

0
...

0


系数矩阵行列式为

∏
1≤𝑖< 𝑗≤𝑛

(𝜆 𝑗 − 𝜆𝑖) ≠ 0，此时方程组只有零解，故 𝑓1 (𝑥), 𝑓2 (𝑥), · · · , 𝑓𝑛 (𝑥) 线性无关。

例题 5.3对 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑥 ∈ R𝑛 是列向量，∃𝑘 ∈ N使得 𝐴𝑘𝑥 = 0, 𝐴𝑘−1𝑥 ≠ 0，证明：𝑥, 𝐴𝑥, 𝐴2𝑥, · · · , 𝐴𝑘−1𝑥线性无关。
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证明 若 𝑥, 𝐴𝑥, 𝐴2𝑥, · · · , 𝐴𝑘−1𝑥线性相关，则 ∃𝑚 ∈ N使得 𝐴𝑚𝑥, 𝐴𝑚+1𝑥, · · · , 𝐴𝑘−1𝑥线性相关，

𝐴𝑚+1𝑥, 𝐴𝑚+2𝑥, · · · , 𝐴𝑘−1𝑥线性无关。此时 ∃𝜆𝑚, 𝜆𝑚+1, · · · , 𝜆𝑘−1不全为 0，使得
∑𝑘−1

𝑗=𝑚 𝜆 𝑗𝐴
𝑗𝑥 = 0。

此时 0 = 𝐴
𝑘−1∑
𝑗=𝑚

𝜆 𝑗𝐴
𝑗𝑥 =

𝑘−1∑
𝑗=𝑚

𝜆 𝑗𝐴
𝑗+1𝑥 =

𝑘−1∑
𝑗=𝑚+1

𝜆 𝑗𝐴
𝑗𝑥。由 𝐴𝑚+1𝑥, 𝐴𝑚+2𝑥, · · · , 𝐴𝑘−1𝑥线性无关，

有 𝜆𝑚+1 = · · · = 𝜆𝑘−1 = 0，代入回前式，有 𝜆𝑚 = 0，与 𝜆𝑚, 𝜆𝑚+1, · · · , 𝜆𝑘−1不全为 0矛盾。

故 𝑥, 𝐴𝑥, 𝐴2𝑥, · · · , 𝐴𝑘−1𝑥线性无关。

例题 5.4给定 𝐴1 =


1 0

1 2

 , 𝐴2 =


0 1

2 3

 , 𝐴3 =


−6 4

1 0

 , 𝐴4 =


4 −2

0 1

 , 𝐵1 = 𝐸11, 𝐵2 = 𝐸12, 𝐵3 = 𝐸21, 𝐵4 = 𝐸22。

1. 证明：𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4构成 R2×2的一组基。

2. 求向量组 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4到 𝐵1, 𝐵2, 𝐵3, 𝐵4的过渡矩阵 𝑇。

3. 求 𝐶 =


1 2

3 4

 在基 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4下的坐标。

解

1. 自行验证即可。

2. 把矩阵

𝑎 𝑏

𝑐 𝑑

 视为 𝑎𝐸11 + 𝑏𝐸12 + 𝑐𝐸21 + 𝑑𝐸22，进而等价于坐标 (𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑)⊤，则有 𝐼4 =


1 0 −6 4

0 1 4 −2

1 2 1 0

0 3 0 1


𝑇，

故 𝑇 =


−1 0 6 4

0 −1 4 −2

1 2 −1 0

2 3 0 −1


。

3. 形式上有

1 2

3 4

 =
[
𝐵1 𝐵2 𝐵3 𝐵4

] 
1

2

3

4


=

[
𝐴1 𝐴2 𝐴3 𝐴4

]
𝑇


1

2

3

4


，故坐标是 𝑇


1

2

3

4


=


−3

2

2

4


。

例题 5.5设 𝑃 ∈ R𝑛×𝑛是可逆方阵，𝐴 = 𝑃−1 diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)𝑃，其中 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛两两不同，设𝑉 = {𝐵 ∈ R𝑛×𝑛 |
𝐴𝐵 = 𝐵𝐴}。

1. 证明：𝑉 是 R𝑛×𝑛 的子空间。

2. 求 𝑉 的维数与一组基。

解

1. 显然 0 ∈ 𝑉，且 ∀𝐵1, 𝐵2 ∈ 𝑉,∀𝜆, 𝜇 ∈ R, (𝜆𝐵1 + 𝜇𝐵2)𝐴 = 𝜆𝐵1𝐴 + 𝜇𝐵2𝐴 = 𝜆𝐴𝐵1 + 𝜇𝐴𝐵2 = 𝐴(𝜆𝐵1 + 𝜇𝐵2)，故
𝜆𝐵1 + 𝜇𝐵2 ∈ 𝑉，因此 𝑉 是 R𝑛×𝑛 的子空间。

2. 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 ⇔ 𝑃𝐴𝑃−1𝑃𝐵𝑃−1 = 𝑃𝐵𝑃−1𝑃𝐴𝑃−1 ⇔ diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)𝑃𝐵𝑃−1 = 𝑃𝐵𝑃−1 diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)。设
𝑃𝐵𝑃−1 = 𝐶 = (𝑐𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，则 diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)𝐶 = 𝐶 diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛) ⇒ ∀𝑖 ≠ 𝑗 , (𝜆𝑖−𝜆 𝑗 )𝑐𝑖 𝑗 = 0，故𝐶为对

角矩阵，𝐶组成空间的基为 {𝐸11, 𝐸22, . . . , 𝐸𝑛𝑛}，维数为 𝑛。因此𝑉 的基为 {𝑃−1𝐸11𝑃, 𝑃
−1𝐸22, . . . , 𝑃

−1𝐸𝑛𝑛𝑃}，
维数为 𝑛。
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5.3 线性映射

5.3.1 线性映射与线性变换的定义

定义 5.11 (线性映射与线性变换)

♣

设 𝑉,𝑉 ′ 为 F上的两个线性空间，若映射 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′ 满足

1. ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉，有 𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)
2. ∀𝑎 ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ F，有 𝑓 (𝜆𝑎) = 𝜆 𝑓 (𝑎)

则称 𝑓 为 𝑉 到 𝑉 ′ 的线性映射。若 𝑉 ′ = 𝑉 ,则称 𝑓 为线性变换.

容易验证 𝑓 为 𝑉 到 𝑉 ′ 的线性变换的一个等价定义是 ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑉,∀𝜆, 𝜇 ∈ F, 𝑓 (𝜆𝑎 + 𝜇𝑏) = 𝜆 𝑓 (𝑎) + 𝜇 𝑓 (𝑏)。
需要小心的是，线性变换并不像初等行变换，平移旋转等几何变换是可逆的，虽然在一些语境下变换确实

有可逆的意味。例如一个把全部元素都映为零的映射当然也符合线性变换的定义。

5.3.2 线性映射的矩阵描述

根据线性映射的线性性，对于 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′，设𝑉 的基为 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛，对任意向量 𝑎 ∈ 𝑉，它有唯一的线性组
合表示 𝑎 =

∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝛼𝑖，则 𝑓 (𝑎) = 𝑓

(∑𝑛
𝑖=1 𝑥𝑖𝛼𝑖

)
=
∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖 𝑓 (𝛼𝑖)。因此只要知道一组基的像，就可以计算出每个元素
的像了，因此这个线性映射也被完全地确定了下来。假设 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚为𝑉 ′的基，并设 𝑓 (𝛼1), 𝑓 (𝛼2), . . . , 𝑓 (𝛼𝑛)
在该组基下的线性表示为 

𝑓 (𝛼1) = 𝑎11𝛽1 + 𝑎21𝛽2 + . . . + 𝑎𝑚1𝛽𝑚

𝑓 (𝛼2) = 𝑎12𝛽1 + 𝑎22𝛽2 + . . . + 𝑎𝑚2𝛽𝑚
...

𝑓 (𝛼𝑛) = 𝑎1𝑛𝛽1 + 𝑎2𝑛𝛽2 + . . . + 𝑎𝑚𝑛𝛽𝑚

写成矩阵形式即
[
𝑓 (𝛼1) 𝑓 (𝛼2) · · · 𝑓 (𝛼𝑛)

]
=

[
𝛽1 𝛽2 · · · 𝛽𝑚

] 

𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑚1 𝑎𝑚2 · · · 𝑎𝑚𝑛


。

上面这个式子即是确定一个线性映射的三要素，即原空间的一组基，像所在空间的一组基，和一个矩阵。这

个矩阵的每一列是原空间的基的像在像所在空间的基下的坐标。把上面这个矩阵 𝐴称为 𝑓 在基 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛和

𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚 下的矩阵，则这个式子可以简单记为 𝑓 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚)𝐴。现在可以用上面这两

组基和一个矩阵描述每个元素的像： 𝑓 (𝑎) =
[
𝑓 (𝛼1) 𝑓 (𝛼2) · · · 𝑓 (𝛼𝑛)

] 

𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛


=

[
𝛽1 𝛽2 · · · 𝛽𝑚

]
𝐴



𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛


。这

表明，线性映射把在 𝑉 中以 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 为基下坐标为 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)⊤ 的向量映射为在 𝑉 ′ 中以 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚

为基下坐标为 𝐴(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)⊤的向量。反过来看，对于确定的两组基，任意一个恰当规格的矩阵，它都可以确
定一个线性映射。因此可以将线性映射 𝑓 与映射A : F𝑛×1 → F𝑚×1, 𝑥 ↦→ 𝐴𝑥近乎等同看待，并把这个映射称为 𝑓

在基 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛和 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚下的坐标表示。对于线性变换，就是上述讨论在两个空间和两组基完全相同

时的情形。

进一步讨论一个问题，假如 𝑉 有另一组基 𝛼′1, 𝛼
′
2, . . . , 𝛼

′
𝑛，𝑉

′ 有另一组基 𝛽′1, 𝛽
′
2, . . . , 𝛽

′
𝑚,它们和原来基的过
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渡矩阵 𝑇,𝑇 ′满足 (𝛼′1, 𝛼′2, . . . , 𝛼′𝑛) = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛)𝑇, (𝛽′1, 𝛽′2, . . . , 𝛽′𝑚) = (𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑚)𝑇 ′，由 𝑓 的线性性可得出

( 𝑓 (𝛼′1), 𝑓 (𝛼′2), . . . , 𝑓 (𝛼′𝑛)) = ( 𝑓 (𝛼1), 𝑓 (𝛼2), . . . , 𝑓 (𝛼𝑛))𝑇，从而有 𝑓 (𝛼′1, 𝛼′2, . . . , 𝛼′𝑛) = (𝛽′1, 𝛽′2, . . . , 𝛽′𝑚) (𝑇 ′)−1𝐴𝑇。这

说明不同基下的矩阵它们是彼此相抵的，总可以找到恰当的可逆阵 𝑇,𝑇 ′来得到两组基，使得 𝑓 在这两组基下的

矩阵为


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 , 𝑟 = rank 𝐴。在该矩阵下, 𝑓 的坐标表示是简单的取前 𝑟 分量的投影。因此在坐标表示的意义下，

若原空间和像所在空间不同，线性映射总能看成是投影。而线性变换即是上述 𝑇 = 𝑇 ′ 且两组基相同的情形，它

的矩阵为 𝑇−1𝐴𝑇，则未必能得到类似投影的矩阵了。这也是后续矩阵相似部分的内容。

5.3.3 线性映射的性质 *

所有的性质都是由映射的性质和线性性导出的。

假设有线性空间 𝑉1, 𝑉2, 𝑉3，它们的基向量组分别为 𝑀1 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛), 𝑀2 = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑚), 𝑀3 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑙)，
对于线性映射 𝑓 : 𝑉1 → 𝑉2, 𝑔 : 𝑉2 → 𝑉3，假设它们在前面基下的矩阵为 𝐴, 𝐵, 则根据定义，对于 𝑔 ◦ 𝑓 : 𝑉1 →
𝑉3，它在 𝑀1 与 𝑀3 下的矩阵满足 (𝑔 ◦ 𝑓 (𝛼1), 𝑔 ◦ 𝑓 (𝛼2), . . . , 𝑔 ◦ 𝑓 (𝛼𝑛)) = (𝛾1, 𝛾2, . . . , 𝛾𝑙)𝐶，而根据 𝑔 的线性

性，对于 𝑓 (𝛼𝑖) =
𝑚∑
𝑗=1
𝑎 𝑗𝑖𝛽 𝑗，有 𝑔 ◦ 𝑓 (𝛼𝑖) = 𝑔

(
𝑚∑
𝑗=1
𝑎 𝑗𝑖𝛽 𝑗

)
=

𝑚∑
𝑗=1
𝑎 𝑗𝑖𝑔(𝛽 𝑗 ) =

𝑚∑
𝑗=1
𝑎 𝑗𝑖

𝑙∑
𝑘=1

𝑏𝑘 𝑗𝛾𝑘，写成矩阵形式，即

(𝑔 ◦ 𝑓 (𝛼1), . . . , 𝑔 ◦ 𝑓 (𝛼𝑛)) = (𝑔(𝛽1), . . . , 𝑔(𝛽𝑚))𝐴 = (𝛾1, . . . , 𝛾𝑙)𝐵𝐴。这表明 𝐶 = 𝐵𝐴，因此在线性空间的基都给定

的情形下，对于可复合的线性映射，它们的复合在这些基下的矩阵就是按照复合的次序进行矩阵乘法得到的矩

阵。

对于同一个空间 𝑉 上的线性变换的复合，由于原空间和像所在空间完全相同，所选取的基也完全相同，是

允许一个线性变换和它自己复合的，复合得到的矩阵依旧为各个参与复合的映射按照复合的次序相乘，可记作

A 𝑝 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛) = ( 𝑓 𝑝 (𝛼1), 𝑓 𝑝 (𝛼2), . . . , 𝑓 𝑝 (𝛼𝑛)) = (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛)𝐴𝑝。

以下是线性映射的像与核的定义：

定义 5.12 (像与核)

♣

设 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′ 是线性映射，则称集合 Im 𝑓 = { 𝑓 (𝑎) | 𝑎 ∈ 𝑉}为 𝑓 的像，称集合 ker 𝑓 = {𝑎 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑎) = 0}
为 𝑓 的核。

以下是线性映射的像与核的性质：

定理 5.13

♡

设 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′ 是线性映射，则：

Im 𝑓 是 𝑉 ′ 的子空间；

设 𝑈′ 是 𝑉 ′ 的子空间，则 𝑓 −1 (𝑈′) = {𝑎 ∈ 𝑉 | 𝑓 (𝑎) ∈ 𝑈′}是 𝑉 的子空间；特别的，ker 𝑓 = 𝑓 −1 ({0})
是 𝑉 的子空间。

证明是平凡的，依照线性映射的定义，它们都对加法与数乘封闭，当然构成原向量空间的子空间。关于零空

间，两个常用的定理如下：

定理 5.14

♡
设 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′ 是线性映射，则 𝑓 为单射的充分必要条件是 ker 𝑓 = {0}。

证明 (⇒) 设 𝑎 ∈ ker 𝑓，则 𝑓 (𝑎) = 0 = 𝑓 (0)，由 𝑓 的单射性可得 𝑎 = 0，故 ker 𝑓 = {0}。
(⇐) 设 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑉 且 𝑓 (𝑎1) = 𝑓 (𝑎2)，则 𝑓 (𝑎1 − 𝑎2) = 𝑓 (𝑎1) − 𝑓 (𝑎2) = 0，由 ker 𝑓 = {0}可得 𝑎1 − 𝑎2 = 0，即

𝑎1 = 𝑎2，故 𝑓 为单射。
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定理 5.15

♡

设 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′ 是线性映射，且 𝑉 为有限维线性空间，则 dim𝑉 = dim ker 𝑓 + dim Im 𝑓。

特别的，若 𝑓 为单射，则 dim𝑉 = dim Im 𝑓；若 𝑓 为满射，则 dim𝑉 ′ = dim Im 𝑓 = dim𝑉 − dim ker 𝑓，若 𝑓

为双射，则 dim𝑉 = dim𝑉 ′。

证明 设 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛)为𝑉 基，由 ( 𝑓 (𝛼1), . . . , 𝑓 (𝛼𝑛))可线性组合成 𝑓 (𝑉)，有 dim 𝑓 (𝑉) = rank( 𝑓 (𝛼1), . . . , 𝑓 (𝛼𝑛)) :=

𝑙。设 ( 𝑓 (𝛼1), . . . , 𝑓 (𝛼𝑛))的极大线性无关组为 ( 𝑓 (𝛼𝑖1 ), . . . , 𝑓 (𝛼𝑖𝑙 ))，其余的向量为 ( 𝑓 (𝛼𝑖𝑙+1 ), . . . , 𝑓 (𝛼𝑖𝑛 ))，则根据

( 𝑓 (𝛼𝑖1 ), . . . , 𝑓 (𝛼𝑖𝑙 )) 为 𝑓 (𝑉) 的一组基，( 𝑓 (𝛼𝑖𝑙+1 ), . . . , 𝑓 (𝛼𝑖𝑛 )) 可被其线性表示，设为 𝑓 (𝛼𝑖𝑙+𝑘 ) =
𝑙∑
𝑗=1
𝑐 𝑗𝑘 𝑓 (𝛼𝑖 𝑗 ) ⇒

𝑓

(
𝛼𝑖𝑙+𝑘 −

𝑙∑
𝑗=1
𝑐 𝑗𝑘𝛼𝑖 𝑗

)
= 0。而可知 (𝛼𝑖1 , . . . , 𝛼𝑖𝑙 , 𝛼𝑖𝑙+1 −

𝑙∑
𝑗=1
𝑐 𝑗1𝛼𝑖 𝑗 , 𝛼𝑖𝑙+2 −

𝑙∑
𝑗=1
𝑐 𝑗2𝛼𝑖 𝑗 , . . . , 𝛼𝑖𝑛 −

𝑙∑
𝑗=1
𝑐 𝑗 (𝑛−𝑙)𝛼𝑖 𝑗 ) 为 𝑉 的

一组基，不妨把它改记为 (𝛽1, . . . , 𝛽𝑙 , 𝛽𝑙+1, . . . , 𝛽𝑛)，则前 𝑙 个向量的像构成了 𝑓 (𝑉) 的基，后 𝑛 − 𝑙 个基向量构成

了 ker( 𝑓 ) 里的线性无关组。且设 𝑎 =
𝑛∑
𝑖=1
𝑥𝑖𝛽𝑖 , 𝑎 ∈ ker 𝑓 ⇔ 𝑓 (𝑎) =

𝑙∑
𝑖=1
𝑥𝑖 𝑓 (𝛽𝑖) = 0 ⇔ 𝑥𝑖 = 0,∀𝑖 ≤ 𝑙，这表明了

(𝛽𝑙+1, . . . , 𝛽𝑛) 构成了 ker( 𝑓 )的基，从而原题等式成立。
以上是关于线性映射是单射的使用零空间的描述方法，接下来会尝试用线性映射的矩阵来描述。以下先介

绍一个关于映射的常用命题。

定理 5.16

♡

设 𝑓 : 𝐴→ 𝐵为一个映射，则

1. 𝑓 为单射当且仅当存在 𝑔 : 𝐵→ 𝐴，使得 𝑔 ◦ 𝑓 = id𝐴，即在映射复合的意义下 𝑓 有左逆；

2. 𝑓 为满射当且仅当存在 𝑔 : 𝐵→ 𝐴，使得 𝑓 ◦ 𝑔 = id𝐵，即在映射复合的意义下 𝑓 有右逆；

3. 𝑓 为双射当且仅当存在 𝑓 在映射复合的意义下即有左逆也有右逆，且此时左逆和右逆相等且唯一，

故 𝑓 有可定义的逆映射。

证明

1. (⇒) 设 𝑓 为单射，定义映射 𝑔 : 𝐵 → 𝐴如下：𝑔(𝑏) =

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑓 (𝐴), 𝑓 (𝑎) = 𝑏

𝑎0, 𝑏 ∉ 𝑓 (𝐴)
，其中 𝑎0 ∈ 𝐴为任意选定

的元素。则对任意 𝑎 ∈ 𝐴，有 𝑔( 𝑓 (𝑎)) = 𝑎，即 𝑔 ◦ 𝑓 = id𝐴。

(⇐) 设存在映射 𝑔 : 𝐵→ 𝐴，使得 𝑔 ◦ 𝑓 = id𝐴。若 𝑓 (𝑎1) = 𝑓 (𝑎2)，则有 𝑎1 = 𝑔( 𝑓 (𝑎1)) = 𝑔( 𝑓 (𝑎2)) = 𝑎2，故

𝑓 为单射。

2. (⇒)设 𝑓 为满射，则可利用选择公理，从 𝐵中每个元素的原像中选取一个元素定义 𝑔，即 𝑔(𝑏) = 𝑎𝑏 ∈ {𝑎 |
𝑓 (𝑎) = 𝑏}，此时对任意 𝑏 ∈ 𝐵，有 𝑓 (𝑔(𝑏)) = 𝑏，即 𝑓 ◦ 𝑔 = id𝐵。

(⇐)设存在映射 𝑔 : 𝐵→ 𝐴，使得 𝑓 ◦ 𝑔 = id𝐵。则由 Im 𝑓 ◦ 𝑔 ⊂ Im 𝑓 和 Im 𝑓 ◦ 𝑔 = 𝐵可知 Im 𝑓 = 𝐵，故 𝑓 为

满射。

3. 由前两点可知， 𝑓 为双射当且仅当存在映射 𝑔 : 𝐵→ 𝐴，使得 𝑔 ◦ 𝑓 = id𝐴与 𝑔′ : 𝐵→ 𝐴，使得 𝑓 ◦ 𝑔′ = id𝐵。

又由映射复合的结合律有 𝑔 = 𝑔 ◦ ( 𝑓 ◦ 𝑔′) = (𝑔 ◦ 𝑓 ) ◦ 𝑔′ = 𝑔′，故左逆与右逆相等且唯一。
现在就可以将上述定理和现有知识进行类比了。

定理 5.17
设 𝑓 : 𝑉 → 𝑉 ′是线性映射，𝑉,𝑉 ′有基 𝑀1, 𝑀2，且 𝑉 为有限维线性空间，设 𝑓 在基 𝑀1, 𝑀2下的矩阵为 𝐴，

则：

1. 𝑓 为单射的充分必要条件是存在线性映射 𝑔 : 𝑉 ′ → 𝑉，使得 𝑔 ◦ 𝑓 = id𝑉，即在映射复合的意义下 𝑓

有左逆，也即 𝐴有左逆矩阵；
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♡

2. 𝑓 为满射的充分必要条件是存在线性映射 𝑔 : 𝑉 ′ → 𝑉，使得 𝑓 ◦ 𝑔 = id𝑉 ′，即在映射复合的意义下 𝑓

有右逆，也即 𝐴有右逆矩阵；

3. 𝑓 为双射的充分必要条件是 𝑓 有左逆也有右逆，且此时左逆和右逆相等且唯一，故 𝑓 有可定义的逆

映射，也即 𝐴可逆。

证明 无论 𝑉 是否和 𝑉 ′ 是否等同，总可以改变两组基的选取使得 𝑓 在它们下的矩阵左上角为 𝐼𝑟，其余全为零，

即 𝐴可和上述形式的矩阵相抵。在相抵意义下，是否有左逆，有右逆等为没有改变的性质。这样的矩阵共有四

类分别为


𝐼𝑟 0

0 0

 ,

𝐼𝑟

0

 ,
[
𝐼𝑟 0

]
, 𝐼𝑟，它们的一些讨论如下：

1. rank(𝐴) < min{dim𝑉 ′, dim𝑉}，此时非单射也非满射，无左逆也无右逆，𝐴亦同；
2. rank(𝐴) = dim𝑉 ≤ dim𝑉 ′，此时 𝑓 为单射，有左逆, 𝐴亦同；

3. rank(𝐴) = dim𝑉 ′ ≤ dim𝑉，此时 𝑓 为满射，有右逆, 𝐴亦同；

4. rank(𝐴) = dim𝑉 = dim𝑉 ′，此时 𝑓 为双射，有左右逆，且左右逆相等且唯一，𝐴亦同。

综上所述，命题得证。

上述定理表明线性映射的单满射性仅仅取决于 rank(𝐴)，原空间维数，像所在空间维数的大小关系。对于原
空间和像所在空间维数相等的线性映射，讨论会简单一些。设 𝑓 为这样的一个映射，有以下几点相互等价：

1. ker 𝑓 = {0}；
2. 𝑓 为单射；

3. 𝑓 在任意一组基下的矩阵列满秩；

4. 𝑓 在任意一组基下的矩阵行满秩；

5. 𝑓 为满射；

6. 𝑓 为双射。

5.3.4 从线性变换观点看线性方程组

先考虑一个练习

例题 5.6设𝑊 是 F𝑛 的子空间，证明存在 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛 使得 𝐴𝑥 = 0的解空间为𝑊。

解设 𝑊 的基为 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘)，则可将其扩充为 F𝑛 的一组基 (𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑘 , 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛−𝑘)。设这些基组成

矩阵为 𝐵，则取 𝐴 = diag(𝑂𝑘 , 𝐼𝑛−𝑘)𝐵−1，则 𝐴𝛼𝑖 = 0, 𝐴𝛽𝑖 = 𝑒𝑖，且对任意 𝑥 ∈ F𝑛，有 𝑥 =
𝑘∑
𝑖=1
𝑐𝑖𝛼𝑖 +

𝑛−𝑘∑
𝑗=1

𝑑 𝑗 𝛽 𝑗，则

𝐴𝑥 =
𝑛−𝑘∑
𝑗=1

𝑑 𝑗𝑒 𝑗，因此 𝐴𝑥 = 0⇔ 𝑑 𝑗 = 0,∀ 𝑗 ⇔ 𝑥 ∈ 𝑊。故 𝐴𝑥 = 0的解空间为𝑊。

考虑更一般的情形，设 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，则线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏 可看成对于某个线性映射的坐标表示 A : F𝑛×1 →
F𝑚×1, 𝑥 ↦→ 𝐴𝑥，寻找 𝑏 ∈ F𝑚×1在 F𝑛×1中的原像。此时可以将方程组的有解情况和线性映射的单满射情况联系起

来：

1. ∀𝑏 ∈ F𝑚×1, 𝐴𝑥 = 𝑏至多有一个解当且仅当 𝐴为单射.

2. ∀𝑏 ∈ F𝑚×1, 𝐴𝑥 = 𝑏有解当且仅当 𝐴为满射.

3. ∀𝑏 ∈ F𝑚×1, 𝐴𝑥 = 𝑏有唯一解当且仅当 𝐴为双射.

因此方程组的解集合就是线性映射的原像集合，可以从线性映射的角度考虑问题。对于解集非空的方程组，

设 𝐴𝑥 = 𝑏有解为 𝑥0,则对于 F𝑛×1 中任意一个元素 𝑥，有 𝑥 ∈ A −1 (𝑏) ⇔ A (𝑥 − 𝑥0) = 𝑏 − 𝑏 = 0⇔ 𝑥 − 𝑥0 ∈ ker A，

从而可得 A −1 (𝑏) = {𝑥 + 𝑥0 | 𝑥 ∈ ker A } := 𝑥0 + ker A。对于齐次线性方程组，它的解集就是 ker A，这个集合是

F𝑛×1的一个子空间，以下是它的一些性质：

1. 方程的自由度，即零空间的维度 dim ker A = 𝑛 − rank 𝐴 ≥ 𝑛 −min{𝑚, 𝑛}；
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5.3 线性映射

2. ker 𝐴的基就是方程的基础解系。
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第六章 期中复习

6.1 复数与向量

以下是一些基本的概念与性质。

定义 6.1

♣

对于使用有序数组描述的向量 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛)，其内积定义为 𝑎 · 𝑏 =
𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑏𝑖，𝑎的

模长定义为 ∥𝑎∥ = √𝑎 · 𝑎，𝑎与 𝑏的夹角 𝜃 定义为 𝜃 = arccos 𝑎·𝑏
∥𝑎∥ ∥𝑏∥，其中 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋。若 𝜃 = 0或 𝜋，则称

𝑎与 𝑏平行；若 𝜃 = 𝜋
2，则称 𝑎与 𝑏正交。

命题 6.2

♠

1. 内积满足正定性，线性性与对称性；

2. ∥𝑎 + 𝑏∥ ≤ ∥𝑎∥ + ∥𝑏∥；
3. |𝑎 · 𝑏 | ≤ ∥𝑎∥∥𝑏∥（柯西不等式）。

定义 6.3

♣

对于R3中的向量 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3), 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3)，其外积定义为 𝑎×𝑏 = det


𝑖 𝑗 𝑘

𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

，若 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2, 𝑐3)，

定义其混合积为 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑎 · (𝑏 × 𝑐) = (𝑎 × 𝑏) · 𝑐 = det


𝑎1 𝑎2 𝑎3

𝑏1 𝑏2 𝑏3

𝑐1 𝑐2 𝑐3

。
命题 6.4

♠

1. 外积满足反对称性与分配律；

2. ∥𝑎 × 𝑏∥ = ∥𝑎∥∥𝑏∥ sin 𝜃，其中 𝜃 为 𝑎与 𝑏的夹角；

3. 混合积 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑏, 𝑐, 𝑎) = (𝑐, 𝑎, 𝑏) = −(𝑏, 𝑎, 𝑐) = −(𝑎, 𝑐, 𝑏) = −(𝑐, 𝑏, 𝑎)。
4. 拉格朗日恒等式：(𝑎 × 𝑏) · (𝑐 × 𝑑) = (𝑎 · 𝑐)(𝑏 · 𝑑) − (𝑎 · 𝑑)(𝑏 · 𝑐)。

定义 6.5

♣

复数 𝑧是形如 𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖的数，其中 𝑎, 𝑏 ∈ R，𝑖为虚数单位，满足 𝑖2 = −1。其中 𝑎称为实部，记为 Re(𝑧)；
𝑏称为虚部，记为 Im(𝑧)。复数的共轭复数定义为 𝑧 = 𝑎 − 𝑏𝑖。复数 𝑎 + 𝑏𝑖的模长定义为 |𝑧 | =

√
𝑎2 + 𝑏2，三

角形式定义为 𝑧 = |𝑧 | (cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃)，其中 𝜃 称为幅角，记为 Arg(𝑧)。把在 [0, 2𝜋) 范围内的幅角称为幅角
主值，记为 arg(𝑧)。

定理 6.6 (Euler公式)

♡对于任意实数 𝜃，有 𝑒𝑖 𝜃 = cos 𝜃 + 𝑖 sin 𝜃。



6.2 线性方程组的 Gauss消元法

定义 6.7

♣

𝑛次单位根是指 cos 2𝑘 𝜋
𝑛 + 𝑖 sin

2𝑘 𝜋
𝑛 , 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1这 𝑛个复数。记 𝜔𝑛 = cos 2𝜋

𝑛 + 𝑖 sin
2𝜋
𝑛 ，则 𝑛次单位根

可表示为 𝜔𝑘
𝑛, 𝑘 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1。𝑛次单位根是方程 𝑧𝑛 = 1的全部解。

6.2 线性方程组的 Gauss消元法

可以把线性方程组写成矩阵形式 𝐴𝑥 = 𝑏，其中 𝐴称为系数矩阵，𝑥是未知数向量，𝑏称为常数向量，Gauss

消元法的步骤如下：

算法 6.8

♡

1. 将线性方程组写成增广矩阵形式 [𝐴|𝑏]；
2. 通过初等行变换将增广矩阵化为行阶梯形矩阵 [𝑈 |𝑏′]；
3. 若 [𝑈 |𝑏′] 存在形如 [0 · · · 0 | 𝑐] 的行（𝑐 ≠ 0），则方程组无解，否则将不作为某行首个非零元的未

知数设为自由变量，通过回代求出方程组的通解。

例题 6.1求线性方程组的解： 

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 + 𝑥4 = 10

2𝑥1 − 𝑥2 + 2𝑥3 − 𝑥4 = 2

3𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3 + 2𝑥4 = 10

4𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥4 = 20

解


1 1 1 1 10

2 −1 2 −1 2

3 1 −1 2 10

4 2 0 3 20


𝑟2−2𝑟1
𝑟3−3𝑟1−−−−−→
𝑟4−4𝑟1


1 1 1 1 10

0 −3 0 −3 −18

0 −2 −4 −1 −20

0 −2 −4 −1 −20


𝑟4−𝑟3
𝑟3− 2

3 𝑟2−−−−−−→
𝑟2÷(−3)


1 1 1 1 10

0 1 0 1 6

0 0 −4 1 −8

0 0 0 0 0


取 𝑥4为自由变量，则由第三行得 𝑥3 = 2 + 1

4
𝑥4，由第二行得 𝑥2 = 6 − 𝑥4，由第一行得 𝑥1 = 2 − 1

4
𝑥4，故通解

𝑥1

𝑥2

𝑥3

𝑥4


=


2

6

2

0


+ 𝑥4


− 1

4

−1
1
4

1


, 𝑥4 ∈ R

6.3 行列式

以下是几种常见的行列式定义方式：

定义 6.9 (逆序数定义)

♣

设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 是一个 𝑛阶方阵，则其行列式定义为 det 𝐴 =
∑

( 𝑗1 ,..., 𝑗𝑛 ) ∈𝑆𝑛
(−1)𝜏 ( 𝑗1 ,..., 𝑗𝑛 )

𝑛∏
𝑖=1
𝑎𝑖 𝑗𝑖。其中 𝑆𝑛 是

𝑛个元素的全排列集合，𝜏( 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛)是排列 ( 𝑗1, . . . , 𝑗𝑛)的逆序数。
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6.3 行列式

定义 6.10 (递归定义)

♣

设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 是一个 𝑛阶方阵，则其行列式定义为 det 𝐴 =


𝑎11, 𝑛 = 1
𝑛∑
𝑗=1
(−1)1+ 𝑗𝑎1 𝑗𝑀1 𝑗 , 𝑛 > 1

。其中 𝑀1 𝑗 是由

𝐴删除第 1行与第 𝑗 列后得到的 (𝑛 − 1)阶子矩阵的行列式，称为 𝑎1 𝑗 的余子式。𝑎𝑖 𝑗 的代数余子式定义为

𝐴𝑖 𝑗 = (−1)𝑖+ 𝑗𝑀𝑖 𝑗。

定义 6.11 (公理化定义)

♣

𝑛维向量空间 F𝑛 上的规范反对称 𝑛重线性函数称为数域 F上 𝑛阶行列式函数，简称 𝑛阶行列式。

换言之，行列式函数 det : F𝑛 × F𝑛 × · · · × F𝑛 → F是唯一满足以下三条性质的函数：

1. 规范性：det(𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛) = 1，其中 𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑛 是 F𝑛 的一组标准正交基；

2. 反对称性：∀1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛, det(· · · , 𝛼𝑖 , · · · , 𝛼 𝑗 , · · · ) = − det(· · · , 𝛼 𝑗 , · · · , 𝛼𝑖 , · · · )；
3. 线性性：∀𝜆, 𝜇 ∈ F, det(𝜆𝛼1 + 𝜇𝛽1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) = 𝜆 det(𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) + 𝜇 det(𝛽1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛)。

命题 6.12

♠

设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，则有以下性质：
1. det 𝐴 = det 𝐴⊤；

2. 若 𝐴的某一行（列）全为零，则 det 𝐴 = 0；

3. 若 𝐴的两行（列）相等，则 det 𝐴 = 0；

4. 若 𝐴的两行（列）互换位置，则行列式变号；

5. 若 𝐴的某一行（列）乘以 𝜆，则行列式也乘以 𝜆；

6. 若 𝐴的某一行（列）加上另一行（列）的 𝜆倍，则行列式不变；

7. 若 𝐴为上三角矩阵或下三角矩阵，则 det 𝐴 =
𝑛∏
𝑖=1
𝑎𝑖𝑖。

以下是一些常见的计算行列式的方法：

1. 直接使用定义计算（适用于不超过 4阶的行列式）；

2. 加边法（加的边根据行列式的规律而定，最好可以消掉方阵中大多数元素）；

3. 逐行/列加减（目标是得到（准）上/下三角矩阵）；

4. 拆项与递推（适用于行列式元素有规律的情况）；

5. 进行乘法分解；

6. 考虑使用多项式技巧。

定理 6.13 (Laplace展开定理)

♡

设 𝐴是 𝑛阶方阵，𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，对任意正整数 𝑟 < 𝑛，任意取定 𝑟 个指标 1 ≤ 𝑖1 < 𝑖2, · · · < 𝑖𝑟 ≤ 𝑛，则 det 𝐴

的值等于它的第 𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑟 行（或列）元组成的所有 𝑟 阶子式分别与它们的代数余子式的乘积之和。即

det 𝐴 =
∑

1≤ 𝑗1< 𝑗2<· · ·< 𝑗𝑟 ≤𝑛
𝐴

©­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑟

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑟

ª®¬ (−1)
𝑟∑

𝑘=1
(𝑖𝑘+ 𝑗𝑘 )

𝐴
©­«
𝑖𝑟+1 𝑖𝑟+2 · · · 𝑖𝑛

𝑗𝑟+1 𝑗𝑟+2 · · · 𝑗𝑛

ª®¬
=

∑
1≤ 𝑗1< 𝑗2<· · ·< 𝑗𝑟 ≤𝑛

𝐴
©­«
𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑟

𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑟

ª®¬ (−1)
𝑟∑

𝑘=1
(𝑖𝑘+ 𝑗𝑘 )

𝐴
©­«
𝑗𝑟+1 𝑗𝑟+2 · · · 𝑗𝑛

𝑖𝑟+1 𝑖𝑟+2 · · · 𝑖𝑛

ª®¬
其中 𝑖𝑟+1, 𝑖𝑟+2, · · · , 𝑖𝑛 是由 1, 2, · · · , 𝑛去掉 𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑟 后剩下的数按从小到大排列得到， 𝑗𝑟+1, 𝑗𝑟+2, · · · , 𝑗𝑛
是由 1, 2, · · · , 𝑛去掉 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 后剩下的数按从小到大排列得到。
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6.3 行列式

定理 6.14 (Binet-Cauchy公式)

♡

设 𝐴为 𝑚 × 𝑛矩阵，𝐵为 𝑛 × 𝑚矩阵，则有

det(𝐴𝐵) =



det 𝐴 det 𝐵, 𝑚 = 𝑛

0, 𝑚 > 𝑛

∑
1≤ 𝑗1< 𝑗2<· · ·< 𝑗𝑚≤𝑛

det 𝐴
©­­«

1 2 · · · 𝑚

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑚

ª®®¬ det 𝐵
©­­«
𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑚

1 2 · · · 𝑚

ª®®¬ , 𝑚 < 𝑛

命题 6.15 (乘法分解)

♠

若 𝐴可逆，则 det

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

 = det 𝐴 · det(𝐷 − 𝐶𝐴−1𝐵)。

若 𝐷 可逆，则 det

𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

 = det𝐷 · det(𝐴 − 𝐵𝐷−1𝐶)。

若 𝐴 ∈ F𝑛×𝑚, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵) = 𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐵𝐴)。
若 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 det(𝐴 − 𝐵⊤𝐵) = det 𝐴 · det(𝐼𝑚 − 𝐵𝐴−1𝐵⊤)。

命题 6.16 (三对角线矩阵的行列式)

♠

设 Δ𝑛 = det



𝑎 𝑏

𝑐 𝑎 𝑏

𝑐 𝑎
. . .

. . .
. . . 𝑏

𝑐 𝑎

𝑛×𝑛
，𝑥, 𝑦 ∈ C是 𝜆2 − 𝑎𝜆 + 𝑏𝑐 = 0的根,则有 Δ𝑛 =

𝑛∑
𝑘=0

𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘。

定理 6.17 (Cramer法则)

♡

对 𝑛阶矩阵 𝐴，若 det 𝐴 ≠ 0，则线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏 有唯一解，则该解的第 𝑖 个分量为 𝑥𝑖 =
det 𝐴𝑖
det 𝐴

，其中

𝐴𝑖 是由 𝐴的第 𝑖列替换为常数向量 𝑏后得到的矩阵。

例题 6.2判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。
1. 若线性方程组有唯一解，则可用 Cramer法则求解；

2. 若矩阵 𝐴, 𝐵满足 𝐴𝐵, 𝐵𝐴均有定义，则 det(𝐴𝐵) = det(𝐵𝐴)；

3. 设 𝐴, 𝐵为 𝑛阶矩阵，则 det

𝐴 𝐵

𝐵 𝐴

 = det(𝐴 + 𝐵) · det(𝐴 − 𝐵)。

解

1. 不正确。如


𝑥 = 1

2𝑥 = 2
有唯一解 𝑥 = 1，但系数矩阵


1

2

 非方阵，不能使用 Cramer法则。

2. 不正确。考虑 𝐴 =
[
1 1

]
, 𝐵 = 𝐴⊤，则 𝐴𝐵 =

[
2
]
, 𝐵𝐴 =


1 1

1 1

，故 det(𝐴𝐵) = 2, det(𝐵𝐴) = 0。

3. 正确。det

𝐴 𝐵

𝐵 𝐴

 = det

𝐴 + 𝐵 𝐴 + 𝐵
𝐵 𝐴

 = det

𝐴 + 𝐵 𝑂

𝐵 𝐴 − 𝐵

 = det(𝐴 + 𝐵) · det(𝐴 − 𝐵)。
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例题 6.3计算行列式 det



1 1 1 · · · 1

−1 1 1 · · · 1

−1 −1 1 · · · 1
...

...
...

...

−1 −1 −1 · · · 1

𝑛×𝑛
。

解 det



1 1 1 · · · 1

−1 1 1 · · · 1

−1 −1 1 · · · 1
...

...
...

...

−1 −1 −1 · · · 1


−𝑟1→𝑟𝑖==========
𝑖=2,...,𝑛

det



1 1 · · · 1 1

−2 0 · · · 0 0

−2 −2 · · · 0 0
...

...
...

...

−2 −2 · · · −2 0


最后一列展开
============== (−1)𝑛+1 (−2)𝑛−1 = 2𝑛−1

例题 6.4 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，证明：存在非零矩阵 𝐵 ∈ F𝑛×𝑝，使得 𝐴𝐵 = 𝑂 当且仅当 det 𝐴 = 0。

证明 充分性：若 det 𝐴 = 0，则 𝐴不可逆，故 ∃𝑥 ≠ 0，使得 𝐴𝑥 = 0。取 𝐵 = (𝑥, 0, . . . , 0)即可。
必要性：若存在非零矩阵 𝐵 ∈ F𝑛×𝑝，使得 𝐴𝐵 = 𝑂，则 𝐵的每一列都是 𝐴𝑥 = 0的解，故 𝐴𝑥 = 0有非零解，

故 det 𝐴 = 0。

6.4 矩阵

定义 6.18 (矩阵及其运算)

♣

矩阵是一个由数域 F中元素按长方阵列排列成的二维数组。设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛，则称 𝐴为一个 𝑚行 𝑛

列的矩阵，𝑎𝑖 𝑗 称为矩阵 𝐴的第 𝑖行第 𝑗 列元素，𝑚称为矩阵的行数，𝑛称为矩阵的列数。若 𝑚 = 𝑛，则称

𝐴为方阵，称其阶数为 𝑛。

设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛, 𝐵 = (𝑏𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛，他们的加法定义为 𝐴 + 𝐵 = (𝑎𝑖 𝑗 + 𝑏𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛；对于 𝜆 ∈ F，矩阵的数乘
定义为 𝜆𝐴 = (𝜆𝑎𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛。

对于 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛, 𝐵 = (𝑏𝑖 𝑗 )𝑝×𝑞，当且仅当 𝑛 = 𝑝时，矩阵的乘法有定义，定义为 𝐴𝐵 = 𝐶 = (𝑐𝑖 𝑗 )𝑚×𝑞，
其中 𝑐𝑖 𝑗 =

𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑖𝑘𝑏𝑘 𝑗。

定义 6.19 (转置与迹)

♣
设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛，则矩阵 𝐴的转置定义为 𝐴⊤ = (𝑎 𝑗𝑖)𝑛×𝑚。若 𝐴为 𝑛阶方阵，则称矩阵 𝐴的迹为 tr 𝐴 =

𝑛∑
𝑖=1
𝑎𝑖𝑖。

命题 6.20

♠

设 𝐴, 𝐵, 𝐶 为适当阶数的矩阵，𝜆, 𝜇 ∈ F，则有以下性质：
1. (𝐴⊤)⊤ = 𝐴；

2. (𝐴 + 𝐵)⊤ = 𝐴⊤ + 𝐵⊤；
3. (𝜆𝐴)⊤ = 𝜆𝐴⊤；

4. (𝐴𝐵)⊤ = 𝐵⊤𝐴⊤；

5. tr(𝐴 + 𝐵) = tr 𝐴 + tr 𝐵；

6. tr(𝜆𝐴) = 𝜆 tr 𝐴；

7. tr(𝐴𝐵𝐶) = tr(𝐵𝐶𝐴) = tr(𝐶𝐴𝐵)。
8. tr(𝐴𝐴⊤) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
𝑎2
𝑖 𝑗，特别地，对于实矩阵 𝐴，tr(𝐴𝐴⊤) = 0当且仅当 𝐴 = 𝑂。
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定义 6.21 (逆矩阵)

♣

设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，若存在矩阵 𝐵 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼𝑛，则称 𝐴可逆，称 𝐵为 𝐴的逆矩阵，记为 𝐴−1。

不可逆的方阵称为奇异阵。矩阵 𝐴可逆的充分必要条件是 det 𝐴 ≠ 0。

命题 6.22

♠

设 𝐴, 𝐵为可逆矩阵，则有以下性质：

1. (𝐴−1)−1 = 𝐴；

2. (𝐴𝐵)−1 = 𝐵−1𝐴−1；

3. (𝐴⊤)−1 = (𝐴−1)⊤。
4. 上/下三角矩阵可逆的充分必要条件是其对角线元素均不为零，且其逆矩阵仍为上/下三角矩阵。

5. 对称矩阵/反对称矩阵的逆矩阵仍为对称矩阵/反对称矩阵。

定义 6.23 (伴随矩阵)

♣
设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，则矩阵 𝐴的伴随矩阵定义为 𝐴∗ = (𝐴 𝑗𝑖)𝑛×𝑛，其中 𝐴 𝑗𝑖是 𝑎 𝑗𝑖的代数余子式。𝐴𝐴∗ = det 𝐴 · 𝐼𝑛。

命题 6.24 (伴随矩阵性质)

♠

设 𝐴, 𝐵为 𝑛阶矩阵，𝜆 ∈ F，则有以下性质：
1. det 𝐴∗ = (det 𝐴)𝑛−1；

2. (𝐴∗)∗ = (det 𝐴)𝑛−2𝐴(𝑛 ≥ 2)；
3. (𝐴⊤)∗ = (𝐴∗)⊤；
4. (𝜆𝐴)∗ = 𝜆𝑛−1𝐴∗；

5. (𝐴𝐵)∗ = 𝐵∗𝐴∗。
希望同学们可以尝试证明这些性质。

算法 6.25 (计算逆矩阵)

♡

可以通过以下方法计算逆矩阵：

1. 若 det 𝐴 ≠ 0，则 𝐴−1 =
1

det 𝐴
𝐴∗；

2. 将增广矩阵 [𝐴|𝐼𝑛] 通过初等行变换化为 [𝐼𝑛 |𝐴−1]。注意一定不能使用列变换。

3. 使用 Sherman-Morrison公式 (𝐴 + 𝑢𝑣⊤)−1 = 𝐴−1 − 𝐴
−1𝑢𝑣⊤𝐴−1

1 + 𝑣⊤𝐴−1𝑢
，适用于 𝐴可逆且 1 + 𝑣⊤𝐴−1𝑢 ≠ 0的

情况。

命题 6.26 (分块矩阵运算)

♠

分块矩阵是将矩阵分割为多个子矩阵，以便于处理较大的矩阵。设矩阵 𝐴可以分块表示为


𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

，𝐵
可以分块表示为


𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

，则在维度匹配时具有如下性质：
加法：


𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22

 +

𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

 =


𝐴11 + 𝐵11 𝐴12 + 𝐵12

𝐴21 + 𝐵21 𝐴22 + 𝐵22

；
乘法：


𝐴11 𝐴12

𝐴21 𝐴22



𝐵11 𝐵12

𝐵21 𝐵22

 =


𝐴11𝐵11 + 𝐴12𝐵21 𝐴11𝐵12 + 𝐴12𝐵22

𝐴21𝐵11 + 𝐴22𝐵21 𝐴21𝐵12 + 𝐴22𝐵22

。
除了分块为 2 × 2的矩阵外，分块矩阵的加法与乘法也可以推广到更高维度的情况。
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例题 6.5判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。
1. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 是三个实对称矩阵，则 tr(𝐴𝐵𝐶) = tr(𝐴𝐶𝐵)；
2. 对 𝐴, 𝐵 ∈ R𝑚×𝑛, tr((𝐴 − 𝐵) (𝐴⊤ − 𝐵⊤)) = 0，则 𝐴 = 𝐵；

解

1. 正确。tr(𝐴𝐵𝐶) = tr((𝐴𝐵𝐶)⊤) = tr(𝐶⊤𝐵⊤𝐴⊤) = tr(𝐶𝐵𝐴) = tr(𝐴𝐶𝐵)。
2. 正确。tr((𝐴 − 𝐵)(𝐴⊤ − 𝐵⊤)) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
(𝑎𝑖 𝑗 − 𝑏𝑖 𝑗 )2，故 tr((𝐴 − 𝐵)(𝐴⊤ − 𝐵⊤)) = 0当且仅当 𝐴 = 𝐵。

例题 6.6

1. 计算


1 0 2

0 1 −1

0 0 1


2025

；

2. 计算



1 1 1 · · · 1

−1 1 1 · · · 1

−1 −1 1 · · · 1
...

...
...

...

−1 −1 −1 · · · 1



−1

𝑛×𝑛

。

解

1.


1 0 2

0 1 −1

0 0 1


2025

=
©­­­«𝐼 +


0 0 2

0 −1

0


ª®®®¬

2025

= 𝐼 + 2025


0 0 2

0 −1

0

 =


1 0 4050

0 1 −2025

0 0 1

。
2. 

1 1 1 · · · 1 1

−1 1 1 · · · 1 1

−1 −1 1 · · · 1 1
...

...
...

...
. . .

−1 −1 −1 · · · 1 1


−𝑟𝑖−1→𝑟𝑖−−−−−−−→
𝑖=2,...,𝑛



1 1 · · · 1 1 1

−2 0 · · · 0 0 −1 1

0 −2 · · · 0 0 −1 1
...

...
...

...
. . .

. . .

0 0 · · · −2 0 −1 1


𝑟𝑖÷2,𝑖≠𝑛−−−−−−−→
交换行



−1 − 1
2

1
2

−1 − 1
2

1
2

. . .
. . .

. . .

−1 − 1
2

1
2

1 1 · · · 1 1 1 0 · · · 0 0


𝑟𝑖→𝑟𝑛−−−−−−−−−→

𝑖=1,...,𝑛−1



−1 − 1
2

1
2

−1 − 1
2

1
2

. . .
. . .

. . .

−1 − 1
2

1
2

0 0 · · · 0 1 1
2 0 · · · 0 1

2


𝑟𝑖×(−1)−−−−−−−−−→

𝑖=1,...,𝑛−1



1 1
2 − 1

2

1 1
2 − 1

2

1
. . .

. . .

. . . 1
2 − 1

2

1 1
2 0 · · · 0 1

2


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故



1 1 1 · · · 1

−1 1 1 · · · 1

−1 −1 1 · · · 1
...

...
...

...

−1 −1 −1 · · · 1



−1

=



1
2 − 1

2
1
2 − 1

2
. . .

. . .

1
2 − 1

2
1
2 0 · · · 0 1

2


。

例题 6.7

1. 设 𝐴, 𝐵是 𝑛阶可逆方阵，det 𝐴 = 𝜆, det 𝐵 = 𝜇，计算 det

𝑂 𝐴∗

2𝐵 𝑂

。
2. 设矩阵 𝐵 = (𝑏𝑖 𝑗 )3×3满足 𝐵∗ = 𝐵⊤，若 𝑏11, 𝑏12, 𝑏13 为 3个相等正数，求 𝑏11。

解

1. det

𝑂 𝐴∗

2𝐵 𝑂

 = (−1)𝑛 det

2𝐵

𝐴∗

 = (−2)𝑛 det 𝐵 · det 𝐴∗ = (−2)𝑛𝜇𝜆𝑛−1。

2. (det 𝐵)2 = det 𝐵∗ = det 𝐵⊤ = det 𝐵 ⇒ det 𝐵 = 0或 det 𝐵 = 1, det 𝐵 · 𝛿𝑖 𝑗 = (𝐵𝐵∗)𝑖 𝑗 = (𝐵𝐵⊤)𝑖 𝑗 =
3∑

𝑘=1
𝑏𝑖𝑘𝑏 𝑗𝑘，取

𝑖 = 𝑗 = 1，即有 0 <
3∑

𝑘=1
𝑏2

1𝑘 = 3𝑏2
11 = det 𝐵，故 det 𝐵 = 1, 𝑏2

11 =
1
3
, 𝑏11 =

√
3

3
。
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定义 6.27 (初等矩阵)

♣

回忆一下三种初等变换：交换两行（列）、某一行（列）乘以非零常数、某一行（列）加上另一行（列）的若

干倍。通过对单位矩阵进行一次初等行变换（或列变换）得到的矩阵称为初等矩阵。初等矩阵分为三类：

1. 交换两行（列）的初等矩阵 𝑆𝑖 𝑗；

2. 某一行（列）乘以非零常数的初等矩阵 𝐷𝑖 (𝜆)；
3. 某一行（列）加上另一行（列）的若干倍的初等矩阵 𝑇𝑖 𝑗 (𝜆)。

对矩阵进行初等行变换（列变换）相当于将该矩阵左乘（右乘）对应的初等矩阵。

命题 6.28

♠
初等矩阵的逆矩阵如下：𝑆−1

𝑖 𝑗 = 𝑆𝑖 𝑗 , 𝐷𝑖 (𝜆)−1 = 𝐷𝑖

(
1
𝜆

)
, 𝑇𝑖 𝑗 (𝜆)−1 = 𝑇𝑖 𝑗 (−𝜆)。

定理 6.29

♡

对于任意矩阵 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，都存在初等矩阵 𝑃1, 𝑃2, . . . , 𝑃𝑠和𝑄1, 𝑄2, . . . , 𝑄𝑡，使得 𝑃𝑠 · · · 𝑃2𝑃1𝐴𝑄1𝑄2 · · ·𝑄𝑡 =
𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

，其中 𝑟 是非负整数且由矩阵 𝐴唯一确定，称为矩阵 𝐴的秩，记为 rank 𝐴 = 𝑟。这等价于存在可

逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚, 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝑃𝐴𝑄 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

。
定义 6.30 (矩阵的相抵)

♣

设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，若可以经过有限次初等行变换与初等列变换，将矩阵 𝐴变为矩阵 𝐵，则称矩阵 𝐴与矩阵

𝐵相抵。这等价于存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚, 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝐵 = 𝑃𝐴𝑄。
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命题 6.31

♠

相抵是等价关系，即相抵满足以下性质：

自反性：∀𝐴 ∈ F𝑚×𝑛, 𝐴与 𝐴相抵；

对称性：∀𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，若 𝐴与 𝐵相抵，则 𝐵与 𝐴相抵；

传递性：∀𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ F𝑚×𝑛，若 𝐴与 𝐵相抵，且 𝐵与 𝐶 相抵，则 𝐴与 𝐶 相抵。

定理 6.32

♡

设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝐴与 𝐵相抵的充分必要条件是 rank 𝐴 = rank 𝐵。矩阵

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

（其中 𝑟 为非负整

数）是所有 𝑚 × 𝑛矩阵中秩为 𝑟 的矩阵的唯一的相抵标准形。若 rank 𝐴 = 𝑚，称矩阵 𝐴为行满秩矩阵；若

rank 𝐴 = 𝑛，称矩阵 𝐴为列满秩矩阵。

初等变换不改变矩阵的秩，即 rank(𝑃𝐴𝑄) = rank 𝐴，其中 𝑃,𝑄分别为适当阶数的可逆矩阵。

定理 6.33

♡矩阵 𝐴的秩等于其最大非零子式的阶数。

命题 6.34

♠

设 𝐴, 𝐵, 𝐶 为适当阶数的矩阵，则有以下性质：

1. rank 𝐴 + rank 𝐵 = rank

𝐴 𝑂

𝑂 𝐵

；
2. rank(𝐴𝐵) ≤ min{rank 𝐴, rank 𝐵}；
3. 若 𝑃为可逆矩阵，则 rank(𝑃𝐴) = rank(𝐴𝑃) = rank(𝐴)；
4. 矩阵 𝐴某个子块的秩不大于矩阵 𝐴的秩；

5. 对实矩阵 𝐴，rank(𝐴) = rank(𝐴⊤𝐴) = rank(𝐴𝐴⊤)；

6. rank

𝐴 𝑂

𝑂 𝐵

 ≤ rank

𝐴 𝐶

𝑂 𝐵


7. rank(𝐴 + 𝐵) ≤ rank

[
𝐴 𝐵

]
≤ rank 𝐴 + rank 𝐵

8. Sylvester不等式：rank(𝐴𝐶) + 𝑛 ≥ rank 𝐴 + rank𝐶

9. Frobenius不等式：rank(𝐴𝐵) + rank(𝐵𝐶) ≤ rank(𝐴𝐵𝐶) + rank 𝐵

10. 𝑛 + rank(𝐼𝑚 − 𝐴𝐵) = rank

𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛

 = 𝑚 + rank(𝐼𝑛 − 𝐵𝐴)

命题 6.35

♠

rank 𝐴∗ =


0, rank 𝐴 < 𝑛 − 1

1, rank 𝐴 = 𝑛 − 1

𝑛, rank 𝐴 = 𝑛

, rank(𝐴∗)∗ =

𝑛, rank 𝐴 = 𝑛

0, rank 𝐴 < 𝑛
。

例题 6.8判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。
1. 设 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 ∈ F𝑛×𝑛，且 𝐴1𝐴2 . . . 𝐴𝑛 = 𝑂，则

𝑛∑
𝑖=1

rank 𝐴𝑖 ≤ 𝑛2 − 𝑛；

2. 设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝑛是偶数，则 𝐴2 − 2𝐴 + 𝐼 = 𝑂 的充分必要条件是 rank(𝐴 − 𝐼) = 𝑛

2
。

解
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1. 正确。
𝑛∑
𝑖=1

rank 𝐴𝑖 ≤ 𝑛 + rank(𝐴1𝐴2) +
𝑛∑
𝑖=3

rank 𝐴3 ≤ 2𝑛 + rank(𝐴1𝐴2𝐴3) +
𝑛∑
𝑖=4

rank 𝐴4 ≤ · · · ≤ (𝑛 − 1)𝑛 +

rank(𝐴1𝐴2 · · · 𝐴𝑛) = (𝑛 − 1)𝑛。
2. 错误。考虑 𝐴 = 𝐼 即可。�

笔记此题第二问与例4.2与例4.3类似，实际上有更强的结论：对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛, 𝑝1, 𝑝2, . . . , 𝑝𝑚 ∈ F[𝑥] 是两两互素的多
项式，且

𝑚∏
𝑘=1

𝑝𝑘 (𝐴) = 𝑂，则 F𝑛 =
𝑚⊕
𝑘=1

ker 𝑃𝑘 (𝐴)

例题 6.9对于 𝑛阶方阵 𝐷𝑛 =



0 1

−1 0 1

−1 0
. . .

. . .
. . . 1

−1 0


，

1. 计算 rank𝐷𝑛；

2. 记 𝐵𝑛 =



0 1

0 1

0
. . .

. . . 1

0


, 𝐶𝑛 =



0

−1 0

−1 0
. . .

. . .

1 0


，能否利用 𝐷𝑛 = 𝐵𝑛 + 𝐶𝑛 的二项式展开式计算出

𝐷𝑘
𝑛？请说明理由。

解

1. det𝐷𝑛
第一行展开
============ − det



−1 1

0 1

−1 0
. . .

. . .
. . . 1

−1 0


第一列展开
============ det𝐷𝑛−2，且 det𝐷1 = 0, det𝐷2 = 1，

故 det𝐷𝑛 =


0, 𝑛为奇数

1, 𝑛为偶数
，从而 rank𝐷𝑛 =


𝑛 − 1, 𝑛为奇数

𝑛, 𝑛为偶数
。

2. 不能。因为 𝐵𝑛𝐶𝑛 ≠ 𝐶𝑛𝐵𝑛，故 𝐵𝑛, 𝐶𝑛 不可交换，不能使用二项式展开式。

6.6 线性空间

定义 6.36 (线性空间及其子空间)
设 F是数域，𝑉 是一个非空集合，𝑉 上定义了加法与数乘两种运算，且对任意 𝑢, 𝑣, 𝑤 ∈ 𝑉，𝛼, 𝛽 ∈ F，满足
以下八条公理：

1. 交换律：𝑢 + 𝑣 = 𝑣 + 𝑢；
2. 结合律：(𝑢 + 𝑣) + 𝑤 = 𝑢 + (𝑣 + 𝑤)；
3. 存在零元：∃0 ∈ 𝑉，使得 ∀𝑣 ∈ 𝑉, 0 + 𝑣 = 𝑣；
4. 存在逆元：∀𝑣 ∈ 𝑉, ∃ − 𝑣 ∈ 𝑉，使得 𝑣 + (−𝑣) = 0；

5. 数乘结合律：𝛼(𝛽𝑣) = (𝛼𝛽)𝑣；
6. 数乘分配律 1：(𝛼 + 𝛽)𝑣 = 𝛼𝑣 + 𝛽𝑣；
7. 数乘分配律 2：𝛼(𝑢 + 𝑣) = 𝛼𝑢 + 𝛼𝑣；
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♣

8. 数乘单位元：1𝑣 = 𝑣。

则称 (𝑉, +, ·) 为数域 F上的线性空间（向量空间），其中的元素称为向量。若 𝑈 ⊂ 𝑉，且 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈, 𝜆, 𝜇 ∈
F, 𝜆𝑥 + 𝜇𝑦 ∈ 𝑈，则称𝑈 为线性空间 𝑉 的子空间。

定义 6.37 (线性组合)

♣

设 𝑉 是数域 F 上的线性空间，𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚 ∈ 𝑉，𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ F，则向量 𝑣 = 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2 + · · · +
𝛼𝑚𝑣𝑚 称为向量 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚 的线性组合，称 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 为该线性组合的系数。span(𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚) =
F⟨𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚⟩ = {𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2 + · · · + 𝛼𝑚𝑣𝑚 |𝛼𝑖 ∈ F, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚}称为由向量 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚 所生成的子

空间。

定义 6.38 (向量组的等价)

♣

设 𝑉 是数域 F上的线性空间，向量组 𝑆1 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚}, 𝑆2 = {𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑛} ⊂ 𝑉，若 𝑆1中的每个向量

都能由 𝑆2 线性表示，称为 𝑆1 能由 𝑆2 线性表示；如果 𝑆1 能由 𝑆2 线性表示，且 𝑆2 能由 𝑆1 线性表示，则

称向量组 𝑆1与向量组 𝑆2等价。

命题 6.39

♠

向量组 𝑆1能由向量组 𝑆2线性表示的充分必要条件是 span(𝑆1) ⊂ span(𝑆2)。向量组 𝑆1与向量组 𝑆2等价的

充分必要条件是 span(𝑆1) = span(𝑆2)。向量组的等价关系满足自反性、对称性与传递性，是一种等价关系。

定义 6.40 (线性相关与线性无关)

♣

设 𝑉 是数域 F上的线性空间，向量组 𝑆 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} ⊂ 𝑉，若存在不全为零的 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑚 ∈ F，使
得 𝛼1𝑣1 + 𝛼2𝑣2 + · · · + 𝛼𝑚𝑣𝑚 = 0，则称向量组 𝑆线性相关；否则称向量组 𝑆线性无关。向量组 𝑆线性相关

当且仅当方程
[
𝑣1 𝑣2 · · · 𝑣𝑚

] 

𝛼1

𝛼2
...

𝛼𝑚


= 0有非零解。

命题 6.41

♠

若对向量组 𝑆, 𝑇 有 𝑆 ⊂ 𝑇，则 𝑇 线性无关时 𝑆线性无关，𝑆线性相关时 𝑇 线性相关。

若向量组 𝑇 中向量由 𝑆中向量加长得到，则 𝑆线性无关时 𝑇 线性无关，𝑇 线性相关时 𝑆线性相关。

定义 6.42 (极大无关组)

♣

设 𝑆是一个向量组，𝑆1 是 𝑆的一个子集，且 𝑆1 线性无关，若 𝑆中任一向量加入 𝑆1 后所得的新向量组均

线性相关，则称 𝑆1为 𝑆的一个极大无关组。一个向量组的极大无关组不唯一，但其向量个数相同。一个

向量组与它的极大无关组等价，一个向量组的任意两个极大无关组等价。

命题 6.43

♠

1. 设线性无关的向量组 {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠}可以由线性无关的向量组 {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑡 }线性表示，则 𝑠 ≤ 𝑡；
2. 设两个线性无关的向量组 {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠}, {𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑡 }等价，则 𝑠 = 𝑡。

定义 6.44 (向量组的秩)

♣
向量组 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚的秩定义为其极大无关组中向量的个数，记为 rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚)。
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命题 6.45

♠

1. 向量组 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 线性无关的充分必要条件是 rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) = 𝑚；
2. 向量组 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 线性相关的充分必要条件是 rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) < 𝑚；
3. 向量组 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 能由 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 线性表示时 rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) ≤ rank(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛)；
4. 向量组 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 与 𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛 等价时 rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) = rank(𝑏1, 𝑏2, . . . , 𝑏𝑛)；
5. 𝑏能由 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚 线性表示的充分必要条件是 rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚) = rank(𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚, 𝑏)。
6. 设 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，则 rank(𝐴)等于其列向量组的秩，也等于其行向量组的秩。
7. 可逆矩阵的列向量组与行向量组均线性无关。

8. 设 rank 𝐴 = 𝑟，则 𝐴不为 0的 𝑟 阶子式所在的行（列）向量组构成矩阵 𝐴的行（列）向量组的一个

极大无关组。

定义 6.46 (基与维数)

♣

设 𝑉 是数域 F上的线性空间，𝑆 = {𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑚} ⊂ 𝑉，若 𝑆 线性无关，且 𝑉 = span(𝑆)，则称 𝑆 为线性

空间 𝑉 的一个基。有限维线性空间 𝑉 的任意两个基均含有相同个数的向量，称该个数为线性空间 𝑉 的维

数，记为 dim𝑉。若 dim𝑉 = 𝑛，则称 𝑉 为 𝑛维线性空间。若 𝑉 有基 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛，则任意向量 𝑣 ∈ 𝑉 都
可唯一表示为 𝑣 = 𝑥1𝛼1 + 𝑥2𝛼2 + · · · + 𝑥𝑛𝛼𝑛，其中 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 ∈ F，称 𝑣 在基 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 下的坐标为

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)⊤。

命题 6.47 (坐标变换)

♠

设线性空间 𝑉 的两个基分别为 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 与 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛，则存在唯一的可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑛×𝑛，使得[
𝛽1 𝛽2 · · · 𝛽𝑛

]
=

[
𝛼1 𝛼2 · · · 𝛼𝑛

]
𝑃，且该矩阵 𝑃 称为从基 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 到基 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 的过

渡矩阵。若向量 𝑣 ∈ 𝑉 在基 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 下的坐标为 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)⊤，在基 𝛽1, 𝛽2, . . . , 𝛽𝑛 下的坐标为

(𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛)⊤，则有



𝑦1

𝑦2
...

𝑦𝑛


= 𝑃−1



𝑥1

𝑥2
...

𝑥𝑛


。

命题 6.48

♠

设 𝑉 是数域 F上的有限维线性空间，则有

1. 设𝑈 ⊂ 𝑉 是 𝑟 维子空间，则𝑈 中任意 𝑟 + 1个向量线性相关，任意 𝑟 个线性无关向量构成𝑈 的一个

基；

2. 设𝑊 ⊂ 𝑈 ⊂ 𝑉，则 dim𝑊 ≤ dim𝑈 ≤ dim𝑉，且 dim𝑊 = dim𝑈 当且仅当𝑊 = 𝑈。

3. 设 dim𝑉 = 𝑛，𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 是线性无关向量，则存在 𝑉 中线性无关向量 𝑎𝑠+1, 𝑎𝑠+2, . . . , 𝑎𝑛，使得

𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑠 , 𝑎𝑠+1, 𝑎𝑠+2, . . . , 𝑎𝑛 构成 𝑉 的一个基。

例题 6.10判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。
1. 𝑊 = {𝐴 ∈ R𝑛×𝑛 | det 𝐴 = 0}是 R𝑛×𝑛 的子空间。

2. 设向量组 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑛 线性无关，𝛽 =
𝑛∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖 且 ∀ 𝑖, 𝜆𝑖 ≠ 0，则 ∀ 𝑗 , 𝛼1, . . . , 𝛼 𝑗−1, 𝛽, 𝛼 𝑗+1, 𝛼𝑛 线性无关；

3. 若 span(𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) ⊂ span(𝛽1, . . . , 𝛽𝑡 )，则 𝑠 ≤ 𝑡；
4. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴𝐵 = 𝐶，且 𝐵可逆，则 𝐶 的行向量组与 𝐴的行向量组等价；

5. 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴𝐵 = 𝐶，且 𝐵可逆，则 𝐶 的列向量组与 𝐴的列向量组等价。

解
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6.7 线性方程组解集的结构

1. 错误。反例：𝑛 = 2时，𝐴 =


1 0

0 0

 , 𝐵 =


0 0

0 1

，则 det 𝐴 = 0, det 𝐵 = 0，但 det(𝐴 + 𝐵) = 1 ≠ 0。

2. 正确。设 𝛼1, . . . , 𝛼 𝑗−1, 𝛽, 𝛼 𝑗+1, . . . , 𝛼𝑛线性相关，则存在不全为零的 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛，使得
∑
𝑖≠ 𝑗
𝜇𝑖𝛼𝑖 + 𝜇 𝑗 𝛽 = 0，即

∑
𝑖≠ 𝑗
𝜇𝑖𝛼𝑖 + 𝜇 𝑗

(
𝑛∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖

)
= 0，从而

∑
𝑖≠ 𝑗
(𝜇𝑖 + 𝜆𝑖𝜇 𝑗 )𝛼𝑖 + 𝜇 𝑗𝜆 𝑗𝛼 𝑗 = 0，由于 𝛼1, . . . , 𝛼𝑛 线性无关，故 𝜇 𝑗 = 0,∀ 𝑖 ≠

𝑗 , 𝜇𝑖 + 𝜆𝑖𝜇 𝑗 = 0⇒ ∀ 𝑖, 𝜇𝑖 = 0，与假设矛盾。

3. 错误。反例：𝛼1 = 𝛼2 = (1, 0)⊤, 𝛽1 = (1, 0)⊤。

4. 错误。如 𝐴 =


1 0

0 0

 , 𝐵 =


0 1

1 0

 , 𝐶 =


0 1

0 0

。
5. 正确。由于 𝐶的每一列都是 𝐴的列的线性组合，其系数由 𝐵的对应列给出，故 span col𝐶 ⊂ span col 𝐴，又

由 𝐵可逆有 𝐴 = 𝐶𝐵−1，同理可得 span col 𝐴 ⊂ span col𝐶，从而 span col 𝐴 = span col𝐶，即 𝐶 的列向量组与

𝐴的列向量组等价。

例题 6.11对于正整数 𝑚 ≥ 𝑛，在数组空间 R𝑛 中找出 𝑚个向量 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑚，使得任意 𝑛个向量都线性无关。

解任取 𝑚个互异实数 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚，令 𝑎𝑖 = (1, 𝑥𝑖 , 𝑥2
𝑖 , . . . , 𝑥

𝑛−1
𝑖 )⊤, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚，则任意 𝑛个向量 𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , . . . , 𝑎𝑖𝑛 组

成的矩阵的行列式为 Vandermonde行列式，且不为零，故任意 𝑛个向量线性无关。

例题 6.12设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛, 𝐴2 = 𝐼，设𝑊1 = {𝑥 ∈ F𝑛 |𝐴𝑥 = 𝑥},𝑊2 = {𝑥 ∈ F𝑛 |𝐴𝑥 = −𝑥}，证明：𝑊1,𝑊2是 F𝑛的子空间且

F𝑛 = 𝑊1 ⊕𝑊2。

证明 由于 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑊1, 𝛼, 𝛽 ∈ F, 𝐴(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) = 𝛼𝐴𝑥 + 𝛽𝐴𝑦 = 𝛼𝑥 + 𝛽𝑦，故𝑊1是 F𝑛的子空间。同理可证𝑊2是 F𝑛的

子空间。

对任意 𝑥 ∈ F𝑛，令 𝑥1 =
𝑥 + 𝐴𝑥

2
, 𝑥2 =

𝑥 − 𝐴𝑥
2
，则 𝐴𝑥1 = 𝑥1, 𝐴𝑥2 = −𝑥2，即 𝑥1 ∈ 𝑊1, 𝑥2 ∈ 𝑊2，且 𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2，故

F𝑛 = 𝑊1 +𝑊2。又由于𝑊1 ∩𝑊2 = {0}，故 F𝑛 = 𝑊1 ⊕𝑊2。

6.7 线性方程组解集的结构

定理 6.49 (解存在与唯一的条件)

♡

对于线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏，其中 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛，其有解的充分必要条件是 rank 𝐴 = rank(𝐴|𝑏)，有唯一解的充分
必要条件是 rank 𝐴 = rank(𝐴|𝑏) = 𝑛。

定理 6.50 (齐次线性方程组解集的结构)

♡

对于 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，线性方程组 𝐴𝑥 = 0的解集是 F𝑛 的一个子空间，且其维数为 𝑛 − rank 𝐴。这个空间称为矩

阵 𝐴的右零空间，记为 N(𝐴)。解空间的任一基称为基础解系。

定理 6.51 (非齐次线性方程组解集的结构)

♡
设线性方程组 𝐴𝑥 = 𝑏有解 𝑥0，则其解集为 𝑥0 + N(𝐴) = {𝑥0 + 𝑣 |𝑣 ∈ N (𝐴)}。

例题 6.13判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。
1. 若齐次方程组 𝐴𝑥 = 0有非零解，则对非齐次方程组 𝐴𝑥 = 𝑏有无穷多解；

2. 设矩阵 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ F𝑛×𝑝，则矩阵方程 𝐴𝑋 = 𝐵有解的充分必要条件是 rank 𝐴 = rank(𝐴, 𝐵)
3. 若 𝑥1, . . . , 𝑥𝑠 是方程组 𝐴𝑥 = 𝑏的解，则

𝑠∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝑥𝑖 是方程组的解时

𝑛∑
𝑖=1
𝜆𝑖 = 1。

解

1. 错误。反例：𝐴 =


1 0

0 0

 , 𝑏 =


1

1

。
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6.7 线性方程组解集的结构

2. 正确。矩阵方程 𝐴𝑋 = 𝐵 有解的充分必要条件是对 𝐵 的每一列 𝑏𝑖，方程组 𝐴𝑥 = 𝑏𝑖 都有解，即 rank 𝐴 =

rank(𝐴|𝑏𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑝，等价于 rank 𝐴 = rank(𝐴, 𝐵)。
3. 错误。𝑏 = 0时显然不成立。

例题 6.14 设某个 4 元线性方程组的系数矩阵为 𝐴，满足 rank 𝐴 = 3，已知 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 是其三个解，满足 𝛼1 =

(1,−2,−3, 4)⊤, 5𝛼2 − 2𝛼3 = (2, 0, 2, 0)⊤。
1. 证明：这个方程组是非齐次的；

2. 求这个方程组的通解。

解

1. 若方程组为齐次方程组，则解空间𝑉满足 dim𝑉 = 1，故其中任意两个向量均线性相关，但 𝛼1 ∈ 𝑉, 5𝛼2−2𝛼3 ∈
𝑉，且显然 𝛼1, 5𝛼2 − 2𝛼3线性无关，矛盾。

2. 设方程组为 𝐴𝑥 = 𝑏，则 𝐴𝛼1 = 𝑏, 𝐴(5𝛼2 − 2𝛼3) = 3𝑏 ⇒ 𝐴 (5𝛼2 − 2𝛼3 − 3𝛼1) = 0，故 5𝛼2 − 2𝛼3 − 3𝛼1是齐次

方程组 𝐴𝑥 = 0的一个非零解，且 dimN(𝐴) = 1，故齐次方程组的通解为 𝑘 (5𝛼2 − 2𝛼3 − 3𝛼1), 𝑘 ∈ R，非齐
次方程组的通解为 𝛼1 + 𝑘 (5𝛼2 − 2𝛼3 − 3𝛼1), 𝑘 ∈ R。

62



第七章 线性变换与矩阵的相似

7.1 矩阵的相似

与相抵类似，∀𝐴 ∈ C𝑛×𝑛，𝐴的相抵标准形是


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

，为了给出相似的标准型和最简单的代表元，需要使
用到以下特征值的知识。

定义 7.1 (矩阵的特征值和特征向量)

♣

对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，若 ∃0 ≠ 𝑥 ∈ F𝑛, 𝜆 ∈ F, 𝑠.𝑡. 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，则称 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥是属于特征值 𝜆的对应特征向

量。

�
笔记由于矩阵可以看作在特定基下的线性变换，此时 𝐴𝑥 是向量 𝑥 在线性变换 A 下的像，此时 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥 是指线

性变换 A 对 𝑥的作用是将 𝑥拉伸 𝜆倍。

定义 7.2 (线性变换的特征值和特征向量)

♣

对 A ∈ L (𝑉,𝑉)，若 ∃0 ≠ 𝛼 ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ F, 𝑠.𝑡. A 𝛼 = 𝜆𝛼，则称 𝜆是 A 的特征值，𝛼是属于特征值 𝜆的对应

特征向量。

定理 7.3 (线性变换的特征值与其在一组基下特征值的关系)

♡

设A ∈ L (𝑉,𝑉), dim𝑉 = 𝑛,A (𝛼1, · · · , 𝛼𝑛) = (𝛼1, · · · , 𝛼𝑛)𝐴, 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，则A 𝛼 = 𝜆𝛼⇔ 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，其中 𝑥为

𝛼在基 {𝛼1, · · · , 𝛼𝑛}下的坐标。

�
笔记该定理给出了一般线性变换与矩阵的特征值与特征向量的关系，从而以下只讨论矩阵的特征值。

算法 7.4 (特征值与特征向量的计算)

♡

对 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛，可以通过以下步骤计算其特征值与特征向量：

1. 计算特征多项式 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆 − 𝜆1)𝑛1 (𝜆 − 𝜆2)𝑛2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑠)𝑛𝑠 ,
𝑠∑
𝑖=1
𝜆𝑖 = 𝑛，这是关于 𝜆的一

个 𝑛次多项式，从而有 𝑛个根；

2. 令 𝑝𝐴(𝜆) = 0，得到特征值 𝜆1(𝑛1重)，𝜆2(𝑛2重)· · · 𝜆𝑠(𝑛𝑠 重)，这些是 𝐴的特征值；

3. 对每一个 𝜆𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠)，求出线性方程组 (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0的非零解，即为 𝜆𝑖 的特征向量；

�
笔记

1. (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0的解空间 𝑉𝑖 称为特征值 𝜆𝑖 对应的特征子空间。

2. 𝜆𝑖 作为 𝑝𝐴(𝜆) = 0的根的重数称为 𝜆𝑖 的代数重数；dim𝑉𝑖 := 𝑚𝑖 称为 𝜆𝑖 的几何重数

3. 可以证明 𝑚𝑖 ≤ 𝑛𝑖，即几何重数小于等于代数重数。

命题 7.5 (特征值的性质)
若 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥 是对应特征向量， 𝑓 (𝜆) 是多项式，则 𝑓 (𝜆) 是 𝑓 (𝐴) 的特征值，𝑥 是 𝑓 (𝐴) 的
对应特征向量；

若 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥是对应特征向量，则 𝜆是 𝐴⊤ 的特征值，但 𝑥不一定是对应特征向量；

若 𝜆是 𝐴的特征值，且 𝐴⊤𝐴 = 𝐼，则 |𝜆 | = 1；

若 𝜆是实矩阵 𝐴的特征值，且 𝐴 = 𝐴⊤，则 𝜆是实数，且存在 𝑃满足 𝑃⊤𝑃 = 𝐼，使得 𝑃−1𝐴𝑃是对角



7.1 矩阵的相似

♠

矩阵；

若 𝜆是实矩阵 𝐴的特征值，且 𝐴 = −𝐴⊤，则 𝜆是纯虚数或零。

定理 7.6

♡特征值和特征向量是相似不变量，即若 𝐴, 𝐵相似，则 𝐴, 𝐵有相同的特征值。

定理 7.7

♡
若 𝜆1, · · · , 𝜆𝑛 是 𝐴的全部特征值，则 tr𝐴 =

𝑛∑
𝑖=1
𝜆𝑖 , det 𝐴 =

𝑛∏
𝑖=1
𝜆𝑖。

现在考虑相似标准形的一种简单情形，即可相似于对角矩阵。一般情形，即相似于 Jordan标准形会在后面

提及。

从定义出发，𝐴可对角化⇔ ∃𝑇 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C),Λ是对角矩阵，使得 𝐴 = 𝑇Λ𝑇−1。设 Λ = diag(𝜆1, · · · , 𝜆𝑛), 𝑇 =

(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)，则相似等价于 𝐴𝑇 = Λ𝑇 = (𝜆1𝑥1, · · · , 𝜆𝑛𝑥𝑛)。故只需要找到一组线性无关的特征向量排成 𝑇 即可。

如此我们也找到了求出相似对角化的过渡矩阵的方法。

引理 7.8

♡对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝐴属于不同特征值的特征向量线性无关。

定理 7.9

♡𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 可相似对角化当且仅当 𝐴有 𝑛个线性无关的特征向量。

因此可以得到一些可对角化的条件：

命题 7.10

♠

若 𝑛阶方阵 𝐴有 𝑛个不同的特征值，则 𝐴可对角化；

若方阵 𝐴的所有特征值的代数重数等于几何重数，则 𝐴可对角化；

例题 7.1记 R𝑛 [𝑥] =
{
𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) =

𝑛∑
𝑖=0
𝑎𝑖𝑥

𝑖 , 𝑎𝑖 ∈ R
}
，定义线性变换 D : R𝑛 [𝑥] → R𝑛 [𝑥],D 𝑓 (𝑥) = 𝑓 ′ (𝑥)，求一组基

使得 D 在该基下的矩阵为 𝐽𝑛 (0) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


。

解设 { 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1}是满足题意的基，则D 𝑓0 = 0,D 𝑓1 = 𝑓0,D 𝑓2 = 𝑓1, . . . ,D 𝑓𝑛−1 = 𝑓𝑛−2，从而其关系是从前往

后的逐项积分关系，且 𝑓0是常数项非零的常数多项式，取 𝑓0 = 𝑐0，则 𝑓1 = 𝑐0𝑥 + 𝑐1, 𝑓2 = 𝑐0
2 𝑥

2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2, . . . , 𝑓𝑛−1 =
𝑐0
(𝑛−1)!𝑥

𝑛−1 + 𝑐1
(𝑛−2)!𝑥

𝑛−2 + · · · + 𝑐𝑛−2𝑥 + 𝑐𝑛−1，其中 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1为任意常数，故 { 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1}是满足题意的
基。

例题 7.2 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ F𝑛×𝑚，证明：𝐴𝐵与 𝐵𝐴的非零特征值相同。

证明

𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐴𝐵) = det

𝜆𝐼𝑛 𝑂

𝐴 𝜆𝐼𝑚 − 𝐴𝐵

 = det ©­«

𝜆𝐼𝑛 𝐵

𝐴 𝜆𝐼𝑚



𝜆𝐼𝑛 −𝐵
𝑂 𝜆𝐼𝑚

ª®¬
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= det ©­«

𝜆𝐼𝑛 −𝐵
𝑂 𝜆𝐼𝑚



𝜆𝐼𝑛 𝐵

𝐴 𝜆𝐼𝑚

ª®¬ = det

𝜆𝐼𝑛 − 𝐵𝐴 𝑂

𝐴 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐵𝐴)

故 𝜆𝑛𝑝𝐴𝐵 (𝜆) = 𝜆𝑚𝑝𝐵𝐴(𝜆)，即 𝐴𝐵与 𝐵𝐴的非零特征值相同

例题 7.3 𝐴 =


4 2 2

0 4 0

0 −2 2

，求 𝐴𝑛。

解 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴) = (𝜆 − 2)(𝜆 − 4)2，故 𝐴有单重特征值 2和二重特征值 4。

(2𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0有非零解 (1, 0,−1)⊤，(4𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0有线性无关非零解 (1, 0, 0)⊤ 和 (0, 1,−1)⊤，

记 𝑇 =


1 1 0

0 0 1

−1 0 −1

 ,Λ =


2 0 0

0 4 0

0 0 4

，有 𝐴 = 𝑇Λ𝑇−1，

故 𝐴𝑛 = 𝑇Λ𝑛𝑇−1 =


1 1 0

0 0 1

−1 0 −1



2𝑛 0 0

0 4𝑛 0

0 0 4𝑛



0 −1 −1

1 1 1

0 1 0

 =


4𝑛 4𝑛 − 2𝑛 4𝑛 − 2𝑛

0 4𝑛 0

0 2𝑛 − 4𝑛 2𝑛

。
例题 7.4设 𝑓 是R𝑛×𝑛上的线性函数，且∀𝐴, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑓 (𝐴𝐵) = 𝑓 (𝐵𝐴)，证明：∃𝜆 ∈ R, 𝑠.𝑡. 𝑓 (𝐴) = 𝜆 tr 𝐴,∀𝐴 ∈ R𝑛×𝑛。

证明 不妨设 𝑛 ≥ 2，则 ∀ 𝑖 ≠ 𝑗 , 𝑓 (𝐸𝑖 𝑗 ) = 𝑓 (𝐸𝑖𝑖𝐸𝑖 𝑗 ) = 𝑓 (𝑂) = 0, 𝑓 (𝐸𝑖𝑖) = 𝑓 (𝐸𝑖1𝐸1𝑖) = 𝑓 (𝐸1𝑖𝐸𝑖1) = 𝑓 (𝐸11)，故
𝑓 (𝐴) = 𝑓 (𝐸11) tr 𝐴。
例题 7.5判断以下命题是否正确。

1. 若 𝐴𝐵 = 𝑂，则 det(𝑥𝐼 − 𝐴) det(𝑥𝐼 − 𝐵) = 𝑥𝑛 det(𝑥𝐼 − 𝐴 − 𝐵)；
2. 𝐴𝐵的特征值总能写成 𝐴的特征值和 𝐵的特征值的乘积；

3. 若 rank 𝐴 = 1，则 det(𝑥𝐼 − 𝐴) = 𝑥𝑛 − tr 𝐴 · 𝑥𝑛−1。

解

1. 正确。det(𝑥𝐼 − 𝐴) det(𝑥𝐼 − 𝐵) = det(𝑥2𝐼 − 𝑥(𝐴 + 𝐵) + 𝐴𝐵) = det(𝑥2𝐼 − 𝑥(𝐴 + 𝐵)) = 𝑥𝑛 det(𝑥𝐼 − 𝐴 − 𝐵)；
2. 错误。反例：𝐴 = 𝐸12, 𝐵 = 𝐸21，则 𝐴𝐵 = 𝐸11, 𝐵𝐴 = 𝐸22，𝐴𝐵的特征值为 1, 0，而 𝐴, 𝐵的特征值均为 0；

3. 正确。设 𝐴 = 𝑢𝑣⊤, 𝑢, 𝑣 ∈ F𝑛，则 det(𝑥𝐼 − 𝐴) = det(𝑥𝐼 − 𝑢𝑣⊤) = 𝑥𝑛 det
(
𝐼 − 1

𝑥 𝑢𝑣
⊤
)
= 𝑥𝑛

(
1 − 1

𝑥 𝑣
⊤𝑢

)
= 𝑥𝑛 −

(𝑣⊤𝑢)𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛 − tr 𝐴 · 𝑥𝑛−1。

7.2 一些其他结论 *

7.2.1 Caylay-Hamilton定理

定理 7.11 (Caylay-Hamilton定理)

♡
对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝑝𝐴(𝐴) = 0，其中 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴)。

证明 设 𝜆𝐼−𝐴的伴随方阵是 𝐵，则 𝐵中元素都是次数至多为 𝑛−1的多项式，记 𝑏𝑖 𝑗 =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑏 (𝑘 )𝑖 𝑗 𝜆
𝑘，记 𝐵𝑘 = (𝑏 (𝑘 )𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，

则 𝐵 =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝐵𝑘𝜆
𝑘，故 𝑝𝐴(𝜆)𝐼𝑛 = (𝜆𝐼 − 𝐴)𝐵 = 𝜆𝑛𝐵𝑛−1 + 𝜆𝑛−1 (𝐵𝑛−2 − 𝐴𝐵𝑛−1) + · · · + 𝜆(𝐵0 − 𝐴𝐵1) − 𝐴𝐵0，

设 𝑝𝐴(𝜆) = 𝜆𝑛 +
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜆
𝑘，比较系数有 𝐵𝑛−1 = 𝐼𝑛, 𝐵𝑛−2 − 𝐴𝐵𝑛−1 = 𝑎𝑛−1𝐼𝑛, · · · , 𝐵0 − 𝐴𝐵1 = 𝑎1𝐼𝑛,−𝐴𝐵0 = 𝑎0𝐼𝑛，

以上等式乘 𝐴𝑛, 𝐴𝑛−1, · · · , 𝐴, 𝐼𝑛 后相加，得到 𝑝𝐴(𝐴) = 𝐴𝑛 +
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝐴
𝑘 = 0。
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推论 7.12

♡对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝐴𝑛 可以用 𝐴𝑛−1, · · · , 𝐴2, 𝐴, 𝐼 线性表示，即 𝐼, 𝐴, 𝐴2, · · · 张成空间的维数至多为 𝑛。

推论 7.13

♡

Caylay-Hamilton定理也给出了计算逆矩阵的一种方法：若 𝐴可逆，则由 𝑝𝐴(𝐴) = 0可得 𝐴−1 = − 1
𝑎0
(𝐴𝑛−1 +

𝑎𝑛−1𝐴
𝑛−2 + · · · + 𝑎2𝐴 + 𝑎1𝐼)。

7.2.2 Gershgorin圆盘定理

矩阵的特征值的估计是一个重要的问题，Gershgorin定理给出了特征值的一个上界。为了方便叙述，我们先

给出以下定义：

定义 7.14

♣

对方阵 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 ∈ F𝑛×𝑛，
若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | >

∑
𝑗≠𝑖
|𝑎𝑖 𝑗 |，则称 𝐴是严格行对角占优方阵；

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | ≥
∑
𝑗≠𝑖
|𝑎𝑖 𝑗 |，则称 𝐴是行对角占优方阵；

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | >
∑
𝑗≠𝑖
|𝑎 𝑗𝑖 |，则称 𝐴是严格列对角占优方阵；

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | ≥
∑
𝑗≠𝑖
|𝑎 𝑗𝑖 |，则称 𝐴是列对角占优方阵。

定理 7.15 (Levy-Desplanques)

♡若 𝐴是行或列严格对角占优矩阵，则 det 𝐴 ≠ 0。

证明 只证明行严格对角占优矩阵的情形，对列严格对角占优矩阵，考虑其转置。

对 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，若 det 𝐴 = 0，则 𝐴𝑥 = 0有非零解 𝑥 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)⊤，设 max{|𝑥1 |, · · · , |𝑥𝑛 |} = |𝑥𝑘 | > 0，

则
𝑛∑
𝑗=1
𝑎𝑘 𝑗𝑥 𝑗 = 0，即 𝑎𝑘𝑘𝑥𝑘 = −

∑
𝑗≠𝑘

𝑎𝑘 𝑗𝑥 𝑗，两边取模，|𝑎𝑘𝑘 | |𝑥𝑘 | = |
∑
𝑗≠𝑘

𝑎𝑘 𝑗𝑥 𝑗 | ≤
∑
𝑗≠𝑘
|𝑎𝑘 𝑗 | |𝑥 𝑗 | ≤ |𝑥𝑘 |

∑
𝑗≠𝑘
|𝑎𝑘 𝑗 |，

⇒ |𝑎𝑘𝑘 | ≤
∑
𝑗≠𝑘
|𝑎𝑘 𝑗 |，与 𝐴行严格对角占优矛盾，故 det 𝐴 ≠ 0。

定理 7.16 (Gershgorin圆盘定理)

♡
𝑛阶复方阵 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 的特征值落在复平面上 𝑛个圆盘 |𝑧 − 𝑎𝑖𝑖 | ≤

∑
𝑗≠𝑖
|𝑎𝑖 𝑗 |的并集内，其中 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛。

证明 设 𝜆是 𝐴的特征值，则 det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0，故由 Levy-Desplanques定理有 𝜆𝐼 − 𝐴不是行严格对角占优矩阵。
故 ∃1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，使得 |𝜆 − 𝑎𝑖𝑖 | ≤

∑
𝑗≠𝑖
|𝑎𝑖 𝑗 |，即特征值落在圆盘内。

7.2.3 同时对角化问题

定理 7.17

♡
𝐴, 𝐵为 𝑛阶方阵，且 𝐴, 𝐵均可对角化，则∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C)𝑠.𝑡. 𝑃−1𝐴𝑃, 𝑃−1𝐵𝑃均为对角矩阵当且仅当 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴。

证明 (⇒)

由于对角矩阵乘法可交换，故 𝑃−1𝐴𝑃𝑃−1𝐵𝑃 = 𝑃−1𝐵𝑃𝑃−1𝐴𝑃，即 𝑃−1𝐴𝐵𝑃 = 𝑃−1𝐵𝐴𝑃。由 𝑃可逆有 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴。

(⇐)
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由 𝐴可对角化有 ∃𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C)𝑠.𝑡. 𝑄−1𝐴𝑄 =



𝜆1𝐼𝑛1

𝜆2𝐼𝑛2

. . .

𝜆𝑠 𝐼𝑛𝑠


，其中 𝜆𝑖 互不相同，

𝑠∑
𝑖=1
𝑛𝑖 = 𝑛。

由 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴有 𝑄−1𝐴𝑄𝑄−1𝐵𝑄 = 𝑄−1𝐵𝑄𝑄−1𝐴𝑄。对 𝑄−1𝐵𝑄分块为



𝐵11 𝐵12 · · · 𝐵1𝑠

𝐵21 𝐵22 · · · 𝐵2𝑠
...

...
...

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 · · · 𝐵𝑠𝑠



𝜆1𝐼𝑛1

𝜆2𝐼𝑛2

. . .

𝜆𝑠 𝐼𝑛𝑠





𝐵11 𝐵12 · · · 𝐵1𝑠

𝐵21 𝐵22 · · · 𝐵2𝑠
...

...
...

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 · · · 𝐵𝑠𝑠


=



𝐵11 𝐵12 · · · 𝐵1𝑠

𝐵21 𝐵22 · · · 𝐵2𝑠
...

...
...

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 · · · 𝐵𝑠𝑠





𝜆1𝐼𝑛1

𝜆2𝐼𝑛2

. . .

𝜆𝑠 𝐼𝑛𝑠


计算得到对 𝑖 ≠ 𝑗 均有 𝐵𝑖 𝑗 = 0，即 𝑄−1𝐵𝑄 =



𝐵11

𝐵22
. . .

𝐵𝑛𝑛


为准对角矩阵。

由 𝐵可对角化有 𝑄−1𝐵𝑄可对角化，故 𝐵𝑖𝑖 可对角化，即 ∃𝑁𝑖 可逆 𝑠.𝑡.𝑁−1
𝑖 𝐵𝑖𝑖𝑁𝑖 = Σ𝑖 为对角矩阵。

𝑁−1
1

𝑁−1
2

. . .

𝑁−1
𝑠


𝑄−1𝐴𝑄



𝑁1

𝑁2
. . .

𝑁𝑠


=



𝜆1𝑁
−1
1 𝑁1

𝜆2𝑁
−1
2 𝑁2

. . .

𝜆𝑠𝑁
−1
𝑠 𝑁𝑠


是对角矩阵,

而



𝑁−1
1

𝑁−1
2

. . .

𝑁−1
𝑠


𝑄−1𝐵𝑄



𝑁1

𝑁2
. . .

𝑁𝑠


=



Σ1

Σ2
. . .

Σ𝑠


也是对角矩阵。

记 𝑁 =



𝑁1

𝑁2
. . .

𝑁𝑠


，取 𝑃 = 𝑄𝑁 即为所求。

例题 7.6(2020∼2021期末) 对 𝐴, 𝐵为 𝑛阶实对称方阵，且 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴，证明：∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C)𝑠.𝑡. 𝑃−1𝐴𝑃, 𝑃−1𝐵𝑃均

为对角矩阵。

解这是定理的直接推论。注意到实对称矩阵均可对角化即可。
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8.1 多项式矩阵的相抵

定义 8.1 (多项式矩阵)

♣

设 F是数域，𝜆是未定元，数域 F上所有关于未定元 𝜆的多项式集合记为 F[𝜆]。取 𝑚×𝑛个多项式 𝑎𝑖 𝑗 (𝜆) ∈
F[𝜆], 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛，则

𝐴(𝜆) =



𝑎11 (𝜆) 𝑎12 (𝜆) · · · 𝑎1𝑛 (𝜆)
𝑎21 (𝜆) 𝑎22 (𝜆) · · · 𝑎2𝑛 (𝜆)
...

...
...

𝑎𝑚1 (𝜆) 𝑎𝑚2 (𝜆) · · · 𝑎𝑚𝑛 (𝜆)


称为数域 F上的 𝑚 × 𝑛多项式矩阵，简称 𝜆矩阵或多项式矩阵。数域 F上所有 𝑚 × 𝑛多项式矩阵的集合记
为 (F[𝜆])𝑚×𝑛。

多项式矩阵的加法，纯量与多项式矩阵的乘法，多项式矩阵的乘法以及多项式矩阵的行列式，转置，迹的定

义和通常数域 F上方阵相同，但应注意多项式矩阵的行列式，迹是关于未定元 𝜆的多项式。

定义 8.2 (多项式矩阵的秩)

♣

设 𝐴(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑚×𝑛，𝐴(𝜆)的秩是 𝐴(𝜆)中非零子式的最高阶数，仍记为 rank 𝐴(𝜆)。若 𝑛阶方阵 𝐴(𝜆)的
秩等于 𝑛，则称 𝐴(𝜆)是满秩的。显然 𝐴(𝜆)满秩⇔ det 𝐴(𝜆) ≠ 0。

定义 8.3 (多项式矩阵的逆矩阵)

♣

对于 𝑛阶方阵 𝐴(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，若存在 𝑛阶方阵 𝐵(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，使得 𝐴(𝜆)𝐵(𝜆) = 𝐵(𝜆)𝐴(𝜆) = 𝐼𝑛，则
称 𝐴(𝜆)是可逆的，𝐵(𝜆)是 𝐴(𝜆)的逆矩阵，记为 𝐴(𝜆)−1。

定理 8.4

♡
设 𝐴(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，则 𝐴(𝜆)可逆⇔ det 𝐴(𝜆) ∈ F\{0}。

证明 ⇒：设 𝐴(𝜆)可逆，则存在 𝐵(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，使 𝐴(𝜆)𝐵(𝜆) = 𝐵(𝜆)𝐴(𝜆) = 𝐼𝑛。由 det 𝐴(𝜆) det 𝐵(𝜆) = det 𝐼𝑛 = 1,

det 𝐴(𝜆), det 𝐵(𝜆) ∈ F[𝜆], deg(1) = 0，有 deg(𝐴(𝜆)) = deg(𝐵(𝜆)) = 0，故 det 𝐴(𝜆) ∈ F\{0}。
⇐：设 det 𝐴(𝜆) ∈ F\{0}，设 𝑎 = det 𝐴(𝜆)，考虑 𝐴∗ (𝜆)是 𝐴(𝜆)的伴随矩阵，由 𝐴∗ (𝜆)中元素是 𝐴(𝜆)的 𝑛 − 1

阶子式，故 𝐴∗ (𝜆), 1
𝑎
𝐴∗ (𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，而 𝐴(𝜆)

(
1
𝑎
𝐴∗ (𝜆)

)
= 𝐼𝑛 =

(
1
𝑎
𝐴∗ (𝜆)

)
𝐴(𝜆)，故 𝐴(𝜆)可逆，

𝐴(𝜆)−1 =
1
𝑎
𝐴∗ (𝜆)。�

笔记若 𝐴(𝜆)可逆，则 𝐴(𝜆) 满秩，但是反之不成立。这与通常方阵不同。

定义 8.5 (多项式矩阵的初等变换，初等 𝜆矩阵)
多项式矩阵的初等 𝜆变换分为以下三类：

1. 对调矩阵的两行或两列；

2. 把某一行或某一列乘以非零多项式加到另一行或另一列；

3. 以非零常数乘矩阵的某一行或某一列。



8.1 多项式矩阵的相抵

♣

依次称为对多项式矩阵的第一。第二和第三种初等变换。

记 𝑃𝑖 𝑗 = 𝐼𝑛 + 𝐸𝑖 𝑗 + 𝐸 𝑗𝑖 − 𝐸𝑖𝑖 − 𝐸 𝑗 𝑗 , 𝑇𝑖 𝑗 ( 𝑓 (𝜆)) = 𝐼𝑛 + 𝑓 (𝜆)𝐸𝑖 𝑗 , 𝐷𝑖 (𝑎) = 𝐼𝑛 + (𝑎 − 1)𝐸𝑖𝑖，则 𝑆𝑖 𝑗 , 𝑇𝑖 𝑗 ( 𝑓 (𝜆)), 𝐷𝑖 (𝑎)
被称为第一，第二，第三类初等 𝜆矩阵。

分别用第一、第二、第三种初等 𝜆矩阵左乘 𝐴(𝜆)，相当于对 𝐴(𝜆)做第一、第二、第三种初等行变换。分别
用第一、第二、第三种初等 𝜆矩阵右乘 𝐴(𝜆)，相当于对 𝐴(𝜆) 做第一、第二、第三种初等列变换。

初等 𝜆变换不改变多项式矩阵的秩。

定理 8.6

♡

设 𝑚 × 𝑛 多项式矩阵 𝐴(𝜆) 的秩为 𝑟，则 𝐴(𝜆) 可以经过有限次初等 𝜆 变换化为 𝐵(𝜆) =


𝐷 (𝜆) 𝑂

𝑂 𝑂

 的
形式，其中 𝐷 (𝜆) = diag(𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)) 是 𝑟 阶对角多项式方阵，𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆) 是首一多项式且
𝑑 𝑗 (𝜆) |𝑑 𝑗+1 (𝜆),∀ 𝑗 = 1, · · · , 𝑟 − 1。

等价的说，存在 𝑠, 𝑡 ∈ N，𝑚阶初等 𝜆方阵 𝑃1 (𝜆), · · · , 𝑃𝑠 (𝜆) 和 𝑛阶初等 𝜆方阵 𝑄1 (𝜆), · · · , 𝑄𝑡 (𝜆)使得

𝑃𝑠 (𝜆) · · · 𝑃1 (𝜆)𝐴(𝜆)𝑄1 (𝜆) · · ·𝑄𝑡 (𝜆) =

𝐷 (𝜆) 𝑂

𝑂 𝑂

。
证明 对零矩阵 𝐴(𝜆)，定理显然成立。因此可设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 (𝜆))𝑛×𝑛 ≠ 0。于是存在某个元素 𝑎𝑖 𝑗 (𝜆) ≠ 0。对调矩阵

第 1行与第 𝑖行，第 1列与第 𝑗 列，则有 𝑎11 (𝜆) ≠ 0。因此可不妨假设 𝑎11 (𝜆) ≠ 0。

首先证明：多项式矩阵 𝐴(𝜆)可以经有限次初等 𝜆变换化为多项式矩阵 𝐶 (𝜆) = (𝑐𝑖 𝑗 (𝜆))𝑛×𝑛，其中 𝑐11 (𝜆) ≠ 0，

且 𝑐11 (𝜆) | 𝑐𝑖 𝑗 (𝜆),∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛。为此对次数 deg 𝑎11 (𝜆)归纳。
当 deg 𝑎11 (𝜆) = 0 时，𝑎11 (𝜆) 是 F 中非零常数，显然 𝑎11 (𝜆) | 𝑎𝑖 𝑗 (𝜆),∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛。因此结论对

deg 𝑎11 (𝜆) = 0成立。假设结论对 deg 𝑎11 (𝜆) ≤ 𝑡 − 1成立，现在考虑 deg 𝑎11 (𝜆) = 𝑡 的情况。假设 ∃𝑎𝑖 𝑗 (𝜆) 使得
𝑎11 (𝜆) ∤ 𝑎𝑖 𝑗 (𝜆)。

1. 𝑖 = 1，即 𝑎11 (𝜆) ∤ 𝑎1 𝑗 (𝜆)。由带余除法，∃𝑞(𝜆), 𝑟 (𝜆) ∈ F[𝜆]，使得 𝑎1 𝑗 (𝜆) = 𝑞(𝜆)𝑎11 (𝜆) + 𝑟 (𝜆), deg 𝑟 (𝜆) < 𝑡。
把第 1 列的 −𝑞(𝜆) 倍加到第 𝑗 列，再对调第 1 列与第 𝑗 列，这个矩阵 (1, 1) 位置上的元素就是 𝑟 (𝜆)，且
deg 𝑟 (𝜆) < 𝑡，使用归纳假设，有结论成立。

2. 𝑗 = 1，将上一情形的列改为行即可。

3. 𝑎11 (𝜆) 整除每一个 𝑎1 𝑗 与 𝑎𝑖1，且 𝑎𝑖 𝑗 (𝜆) ∤ 𝑎𝑘𝑙 (𝜆), 𝑘 ≠ 1, 𝑙 ≠ 1。此时设 𝑎1 𝑗 (𝜆) = 𝑞 𝑗 (𝜆)𝑎11 (𝜆), 𝑎𝑖1 (𝜆) =

𝑝𝑖 (𝜆)𝑎11 (𝜆), 𝑝𝑖 (𝜆), 𝑞 𝑗 (𝜆) ∈ F[𝜆]，把第 1行的 −𝑝𝑖 (𝜆) 倍加到第 𝑖 行，再把第 1列的 −𝑞 𝑗 (𝜆) 倍加到第 𝑗 列，

得到多项式矩阵： 

𝑎11 (𝜆) 0 0 · · · 0

0 𝑎̃22 (𝜆) 𝑎̃23 (𝜆) · · · 𝑎̃2𝑛 (𝜆)
...

...
...

...

0 𝑎̃𝑚2 (𝜆) 𝑎̃𝑚3 (𝜆) · · · 𝑎̃𝑚𝑛 (𝜆)


此时如果 𝑎11 (𝜆) 整除每个 𝑎̃𝑖 𝑗 (𝜆)，则结论成立。否则，设 𝑎11 (𝜆) ∤ 𝑎̃𝑘𝑙 (𝜆)，把这个多项式矩阵的第 𝑚 行加

到第 1行，则化为情形 1，所以结论成立。

由上述讨论可知，多项式矩阵 𝐴(𝜆) 可以经有限次初等 𝜆 变换化为多项式矩阵 𝐶 (𝜆) = (𝑐𝑖 𝑗 (𝜆))𝑛×𝑛，其中
𝑐11 (𝜆) ≠ 0，且 𝑐11 (𝜆) | 𝑐𝑖 𝑗 (𝜆),∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛。设 𝑐𝑖1 (𝜆) = 𝑓𝑖 (𝜆)𝑐11 (𝜆), 𝑐1 𝑗 (𝜆) = 𝑔 𝑗 (𝜆)𝑐11 (𝜆)，把第 1行的
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− 𝑓𝑖 (𝜆)倍加到第 𝑖行，再把第 1列的 −𝑔 𝑗 (𝜆)倍加到第 𝑗 列，得到多项式矩阵：

𝑐11 (𝜆) 0 0 · · · 0

0 𝑏22 (𝜆) 𝑏23 (𝜆) · · · 𝑏2𝑛 (𝜆)
...

...
...

...

0 𝑏𝑚2 (𝜆) 𝑏𝑚3(𝜆) · · · 𝑏𝑚𝑛 (𝜆)


(8.1)

此时仍有 𝑐11 | 𝑏𝑖 𝑗 (𝜆)。记 𝐴1 (𝜆) = (𝑏𝑘𝑙 (𝜆)) (𝑚−1)×(𝑛−1) , 2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, 2 ≤ 𝑙 ≤ 𝑛。对多项式矩阵 𝐴1 (𝜆) 重复上述过程，
则多项式矩阵 𝐴1 (𝜆)可经有限次初等 𝜆变换化为

𝑐22 (𝜆) 0

0 𝐴2 (𝜆)


其中 𝑐22 (𝜆) 整除 𝐴2 (𝜆) 的每个元素。于是原来的矩阵可化为

𝑐11 (𝜆) 0 0

0 𝑐22 (𝜆) 0

0 0 𝐴2 (𝜆)

 (8.2)

由于对 𝐴1 (𝜆) 施加初等 𝜆 不改变其元素被 𝑐11 (𝜆) 整除的性质，故 𝑐11 (𝜆) 整除 𝑐22 (𝜆) 及 𝐴2 (𝜆) 的所有元素。且
𝑐22 (𝜆) 整除 𝐴2 (𝜆) 的所有元素。
重复上述过程，多项式矩阵 𝐴(𝜆) 可经有限次初等 𝜆变换化为以下形式：



𝑐11 (𝜆) 0 · · · 0

0 𝑐22 (𝜆) · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 𝑐𝑘𝑘 (𝜆)


0

0 0


其中非零多项式 𝑐11 (𝜆), 𝑐22 (𝜆), · · · , 𝑐𝑘𝑘 (𝜆)满足 𝑐𝑖𝑖 (𝜆) | 𝑐𝑖+1.𝑖+1 (𝜆),∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 − 1。由于初等 𝜆变换不改变多项式

矩阵的秩，故 𝑘 = rank(𝐴(𝜆)) = 𝑟。设 𝑐𝑖𝑖 的首项系数为 𝑏𝑖，则把以上矩阵的第 𝑖行乘 𝑏−1
𝑖 ，就可以把多项式矩阵

𝐴(𝜆)化为 𝐵(𝜆)，因此定理得证。

定理 8.7

♡
设 𝐴(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，则 𝐴(𝜆)可逆⇔ 𝐴(𝜆)可表示为有限个初等 𝜆矩阵的乘积。

证明 由定理8.6易得。

定义 8.8 (多项式矩阵的相抵)

♣

设 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑚×𝑛，若 𝐴(𝜆) 可经有限次初等变换化为 𝐵(𝜆)，即 ∃𝑃(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑚×𝑚, 𝑄(𝜆) ∈
(F[𝜆])𝑛×𝑛 可逆，使得 𝑃(𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆) = 𝐵(𝜆)，则称 𝐴(𝜆)与 𝐵(𝜆)相抵。

容易验证，多项式矩阵的相抵关系是等价关系。于是，根据多项式矩阵的相抵关系可以把数域 F上所有𝑚×𝑛
多项式矩阵分类：彼此相抵的多项式矩阵属于同一类，不相抵的多项式矩阵属于不同的类。和一般数域上的相

抵一样，两个基本问题是：多项式矩阵在相抵下的标准型是什么？多项式矩阵在相抵下的全系不变量是什么？

首先，由 𝐴(𝜆) = 𝐼2, 𝐵(𝜆) = diag(1, 𝜆) 不相抵可以得出多项式矩阵的秩不足以构成多项式矩阵的全系不变量，
所以必须寻找多项式矩阵在相抵下的其他不变量。
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定义 8.9

♣

设 𝐴(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑚×𝑛，多项式矩阵 𝐴(𝜆) 中所有 𝑘 阶非零子式的最大公因子称为 𝐴(𝜆) 的 𝑘 阶行列式因子，

记为 𝐷𝑘 (𝜆)。若 𝐴(𝜆) 的所有 𝑘 阶子式均为 0，则约定 𝐷𝑘 (𝜆) = 0。

容易验证，若 rank 𝐴(𝜆) = 𝑟，记 min{𝑚, 𝑛} = 𝑠，则 𝐷𝑟+1 (𝜆) = · · · = 𝐷𝑠 (𝜆) = 0，对于 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟，𝐷𝑘 (𝜆)是非
零多项式，且 𝐷𝑘 (𝜆) |𝐷𝑘+1 (𝜆),∀𝑘 = 1, · · · , 𝑟 − 1。

我们先回忆一下 Binet-Cauchy公式。

引理 8.10 (Binet-Cauchy公式)

♡

对 𝐴 ∈ F𝑝×𝑞 , 𝐵 ∈ F𝑞×𝑝，有

det(𝐴𝐵) =



0, 𝑞 < 𝑝

det 𝐴 · det 𝐵, 𝑞 = 𝑝

∑
1≤ 𝑗1< 𝑗2<· · ·< 𝑗𝑝≤𝑞

𝐴
©­­«

1 2 · · · 𝑝

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑝

ª®®¬ 𝐵
©­­«
𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑝

1 2 · · · 𝑝

ª®®¬ , 𝑞 > 𝑝

证明 只考虑 𝑝 ≤ 𝑞的情形。

det(𝐴𝐵) = det


∑𝑞

𝑖1=1 𝑎1𝑖1𝑏𝑖11 · · ·
∑𝑞

𝑖𝑝=1 𝑎1𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝 𝑝
...

...∑𝑞
𝑖1=1 𝑎𝑝𝑖1𝑏𝑖11 · · ·

∑𝑞
𝑖𝑝=1 𝑎𝑝𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝 𝑝


=

𝑞∑
𝑖1=1
· · ·

𝑞∑
𝑖𝑝=1

det


𝑎1𝑖1𝑏𝑖11 · · · 𝑎1𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝 𝑝

...
...

𝑎𝑝𝑖1𝑏𝑖11 · · · 𝑎𝑝𝑖𝑝𝑏𝑖𝑝 𝑝


=

𝑞∑
𝑖1=1
· · ·

𝑞∑
𝑖𝑝=1

det


𝑎1𝑖1 · · · 𝑎1𝑖𝑝
...

...

𝑎𝑝𝑖1 · · · 𝑎𝑝𝑖𝑝


𝑝∏
𝑗=1
𝑏𝑖 𝑗 𝑗

(∗)
=====

∑
1≤𝑖1<𝑖2<· · ·<𝑖𝑝≤𝑞

∑
𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑝

(−1)𝜏 ( 𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑝 ) det


𝑎1𝑖1 · · · 𝑎1𝑖𝑝
...

...

𝑎𝑝𝑖1 · · · 𝑎𝑝𝑖𝑝


𝑝∏

𝑘=1
𝑏𝑘 𝑗𝑘

=
∑

1≤𝑖1<𝑖2<· · ·<𝑖𝑝≤𝑞
𝐴

©­«
1 2 · · · 𝑝

𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑝

ª®¬ 𝐵 ©­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑝

1 2 · · · 𝑝

ª®¬
其中 (*)处取等是因为若存在某个 𝑖𝑘 = 𝑖𝑙，则对应项中行列式部分为 0，故可以把所有为 0的项去除然后进行排

序，根据行列式的性质即得。

命题 8.11

♠

对 𝐴 ∈ F𝑝×𝑞 , 𝐵 ∈ F𝑞×𝑝，记 𝐶 = 𝐴𝐵，则对 𝐶 的 𝑟 阶子式有

𝐶
©­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑟

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑟

ª®¬ =


0, 𝑞 < 𝑝

∑
1≤𝑘1<𝑘2<· · ·<𝑘𝑟 ≤𝑞

𝐴
©­­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑟

𝑘1 𝑘2 · · · 𝑘𝑟

ª®®¬ 𝐵
©­­«
𝑘1 𝑘2 · · · 𝑘𝑟

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑟

ª®®¬ , 𝑞 ≥ 𝑝
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证明 对 𝐴1 =



𝑎𝑖11 𝑎𝑖12 · · · 𝑎𝑖1𝑞

𝑎𝑖21 𝑎𝑖22 · · · 𝑎𝑖2𝑞
...

...
...

𝑎𝑖𝑟1 𝑎𝑖𝑟2 · · · 𝑎𝑖𝑟𝑞


, 𝐵1 =



𝑏1 𝑗1 𝑏1 𝑗2 · · · 𝑏1 𝑗𝑟

𝑏2 𝑗1 𝑏2 𝑗2 · · · 𝑏2 𝑗𝑟
...

...
...

𝑏𝑞 𝑗1 𝑏𝑞 𝑗2 · · · 𝑏𝑞 𝑗𝑟


使用引理8.10即可。

定理 8.12

♡

设 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑚×𝑛，则 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)相抵⇔ 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)的行列式因子相同。换言之，多项式矩阵的
行列式因子是其在相抵下的全系不变量。

证明 以下设 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)的 𝑘 阶行列式因子分别为 𝐷𝑘 (𝜆), 𝐷̃𝑘 (𝜆)。
(必要性) 设多项式矩阵 𝐴(𝜆) 与 𝐵(𝜆) 相抵，则存在可逆多项式矩阵 𝑃(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑚×𝑚, 𝑄(𝜆) ∈ (F[𝜆])𝑛×𝑛，

使得 𝑃(𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆) = 𝐵(𝜆)。由命题8.11有：

𝐵(𝜆) ©­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑘

ª®¬ =
∑

1≤𝑙1<𝑙2<· · ·<𝑙𝑘≤𝑚
𝑃(𝜆) ©­«

𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘

𝑙1 𝑙2 · · · 𝑙𝑘

ª®¬ ©­«(𝐴(𝜆)𝑄(𝜆)) ©­«
𝑙1 𝑙2 · · · 𝑙𝑘

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑘

ª®¬ª®¬
=

∑
1≤𝑙1<𝑙2<· · ·<𝑙𝑘≤𝑚

∑
1≤𝑡1<𝑡2<· · ·<𝑡𝑘≤𝑛

𝑃(𝜆) ©­«
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘

𝑙1 𝑙2 · · · 𝑙𝑘

ª®¬ 𝐴(𝜆) ©­«
𝑙1 𝑙2 · · · 𝑙𝑘

𝑡1 𝑡2 · · · 𝑡𝑘

ª®¬𝑄(𝜆) ©­«
𝑡1 𝑡2 · · · 𝑡𝑘

𝑗1 𝑗2 · · · 𝑗𝑘

ª®¬
若 𝐴(𝜆)的 𝑘 阶行列式因子 𝐷𝑘 (𝜆) = 0，则 𝐴(𝜆)的每个 𝑘 阶子式为 0，故 𝐵(𝜆)的每个 𝑘 阶子式为 0，即 𝐵(𝜆)

的 𝑘 阶行列式因子 𝐷̃𝑘 (𝜆) = 0。反之亦然。

若 𝐷𝑘 (𝜆) ≠ 0，则 𝐷𝑘 (𝜆) 整除每个 𝐴(𝜆) 的 𝑘 阶子式，故 𝐷𝑘 (𝜆) 整除每个 𝐵(𝜆) 的 𝑘 阶子式，即 𝐷𝑘 (𝜆) 整除
𝐵(𝜆)的每个 𝑘 阶子式，故 𝐷̃𝑘 (𝜆) |𝐷𝑘 (𝜆)。同理可证 𝐷𝑘 (𝜆) |𝐷̃𝑘 (𝜆)，又作为最大公因子，𝐷𝑘 (𝜆), 𝐷̃𝑘 (𝜆)均为首一多
项式，故 𝐷𝑘 (𝜆) = 𝐷̃𝑘 (𝜆)。
这说明 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)的行列式因子相同。
(充分性) 若 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)的行列式因子相同，并设 rank 𝐴(𝜆) = 𝑟，则由定理8.6，𝐴(𝜆)相抵于如下多项式矩

阵：

𝐶 (𝜆) =

𝐷 (𝜆) 𝑂

𝑂 𝑂

 =


diag(𝑑1 (𝜆), 𝑑2 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)) 𝑂

𝑂 𝑂


多项式矩阵 𝐶 (𝜆)的 𝑘阶行列式因子同样为 𝐷𝑘 (𝜆)，易得 𝐷1 (𝜆) = 𝑑1 (𝜆), · · · , 𝐷𝑟 (𝜆) =

𝑟∏
𝑗=1
𝑑 𝑗 (𝜆), 𝐷𝑟 (𝜆) = · · · =

𝐷min{𝑚,𝑛} (𝜆) = 0⇒ 𝑑𝑘 (𝜆) =
𝐷𝑘 (𝜆)
𝐷𝑘−1 (𝜆)

由 𝐷𝑘 (𝜆)唯一确定 (𝐷0 (𝜆) = 1)。

由于 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆) 的行列式因子相同，有 𝐵(𝜆), 𝐶 (𝜆) 相抵，由传递性，𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)相抵。

定义 8.13 (不变因子)

♣

设多项式矩阵 𝐴(𝜆) ∈ (F)𝑚×𝑛的秩为 𝑟，𝑘 阶行列式因子为 𝐷𝑘 (𝜆)，约定 𝐷0 (𝜆) = 1，定义 𝑑𝑘 (𝜆) =
𝐷𝑘 (𝜆)
𝐷𝑘−1 (𝜆)

为 𝐴(𝜆)的不变因子。

定理 8.14

♡

设多项式矩阵 𝐴(𝜆) ∈ (F)𝑚×𝑛 的秩为 𝑟，阶不变因子为 𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)，则 𝐴(𝜆) 相抵于 Smith 标准型
diag(𝑑1 (𝜆), 𝑑2 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)) 𝑂

𝑂 𝑂

，且 𝐴(𝜆) 的不变因子是其在相抵下的全系不变量。

证明 由定理8.12的证明易得。
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定理8.12和定理8.14解决了多项式矩阵在相抵下的标准型和全系不变量的问题，下面将给出 C上多项式矩阵

在相抵下的另一种全系不变量。

定义 8.15 (初等因子，初等因子组)

♣

多项式矩阵 𝐴(𝜆) ∈ (F)𝑚×𝑛 的秩为 𝑟，阶不变因子为 𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)，由 C是代数闭域，故 𝑑𝑘 (𝜆)可分解
为一次因式的乘积。由此可设

𝑑1 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒11 (𝜆 − 𝜆2)𝑒12 · · · (𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑒1𝑡

𝑑2 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒21 (𝜆 − 𝜆2)𝑒22 · · · (𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑒2𝑡

· · · · · · · · · · · ·

𝑑𝑟 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒𝑟1 (𝜆 − 𝜆2)𝑒𝑟2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑒𝑟𝑡

其中 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑡 是两两不同的复数，𝑒𝑖 𝑗 ∈ N, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑟, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑡，由 𝑑𝑘 (𝜆) |𝑑𝑘+1 (𝜆)，有 0 ≤
𝑒1 𝑗 ≤ 𝑒2 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑒𝑟 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑡。当 𝑒𝑘𝑙 > 0时，因子 (𝜆 − 𝜆𝑘)𝑒𝑘𝑙 被称为矩阵 𝐴(𝜆)属于 𝜆𝑘 的初等因子，

𝐴(𝜆)的初等因子的全体称为 𝐴(𝜆) 的初等因子组。

定理 8.16

♡复数域上的多项式矩阵的秩和初等因子组是其在相抵下的全系不变量。

证明 由定义可得不变因子可以唯一确定初等因子组和秩。

反之，设秩为 𝑟 的 𝐴(𝜆) 的初等因子组为 {(𝜆 − 𝜆𝑝)𝑒𝑝𝑞 }1≤𝑝≤𝑡 ，将其下标按 𝑝分组并按 𝑒𝑝𝑞 递增排列，并在

最前面补充足够的 1使得每组均有 𝑟 个元素，得到增广因子组 {(𝜆 − 𝜆𝑝)𝑒𝑝𝑙 }1≤𝑝≤𝑡
1≤𝑙≤𝑟

，由 𝑑𝑘 (𝜆) |𝑑𝑘+1 (𝜆)，有 𝑑𝑘 (𝜆) =
𝑡∏

𝑝=1
(𝜆 − 𝜆𝑝)𝑒𝑝𝑘 , 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟 (思考原因)。如此初等因子组可以唯一确定不变因子。

由上，初等因子组与秩、不变因子是等价的，故秩和初等因子组是多项式矩阵在相抵下的全系不变量。�
笔记该定理中秩的条件是不可以删去的。

8.2 Jordan标准型的概念与求法

下面的定理给出方阵的相似与多项式矩阵相抵之间的重要联系。

定理 8.17

♡
𝑛阶复方阵 𝐴, 𝐵相似⇔多项式矩阵 𝜆𝐼𝑛 − 𝐴, 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵相抵。

证明

若方阵 𝐴, 𝐵相似，则存在可逆方阵 𝑃使得 𝐵 = 𝑃−1𝐴𝑃。此时，𝑃作为可逆多项式矩阵有 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵 = 𝑃−1 (𝜆𝐼𝑛 −
𝐴)𝑃，故 𝜆𝐼𝑛 − 𝐴, 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵相抵。
反之，若 𝜆𝐼𝑛 − 𝐴, 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵相抵，则存在可逆多项式矩阵 𝑃(𝜆), 𝑄(𝜆) 使得 𝑃(𝜆) (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴)𝑄(𝜆) = 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵。设

𝑄(𝜆) =
𝑘∑
𝑗=0
𝜆 𝑗𝑄 𝑗 , 𝑄(𝜆)−1 =

𝑚∑
𝑗=0
𝜆 𝑗𝑅 𝑗，设 𝑊 = 𝑄(𝐵) =

𝑘∑
𝑗=0
𝑄 𝑗𝐵

𝑗。由 𝑄(𝜆)−1𝑄(𝜆) = 𝐼𝑛，有
𝑚∑
𝑗=0
𝑅 𝑗𝑄(𝜆)𝜆 𝑗 = 𝐼𝑛 ⇒

𝑚∑
𝑗=0
𝑅 𝑗𝑊𝐵

𝑗 = 𝐼𝑛。又 𝑃(𝜆)(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴)𝑄(𝜆) = 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵，有 𝑃(𝜆)−1 (𝜆𝐼𝑛 − 𝐵) = (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴)𝑄(𝜆) = 𝑄(𝜆)𝜆− 𝐴𝑄(𝜆)。用 𝐵代

替 𝜆，有 𝑄(𝐵)𝐵 = 𝐴𝑄(𝐵)，即𝑊𝐵 = 𝐴𝑊。由此得到𝑊𝐵𝑙 = 𝐴𝑙𝑊,∀𝑙 ∈ N。于是有 𝐼𝑛 =
𝑚∑
𝑗=0
𝑅 𝑗𝑊𝐵

𝑗 =
𝑚∑
𝑗=0
𝑅 𝑗𝐴

𝑗𝑊 =

(
𝑚∑
𝑗=0
𝑅 𝑗𝐴

𝑗 )𝑊。这表明𝑊 是可逆矩阵且 𝐵 = 𝑊−1𝐴𝑊。

�
笔记对 𝑛阶复方阵 𝐴，𝜆𝐼𝑛 − 𝐴被称为 𝐴的特征方阵。显然特征方阵是满秩的。
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8.2 Jordan标准型的概念与求法

由定理8.16和定理8.17，可以得到：

定理 8.18

♡

𝑛阶复方阵 𝐴与 𝐵相似的充要条件是它们的特征方阵 𝜆𝐼𝑛 − 𝐴, 𝜆𝐼𝑛 − 𝐵的初等因子组相同。也就是说，复
方阵的特征方阵的初等因子组是复方阵在相似下的全系不变量。

在介绍复方阵的 Jordan标准型的概念之前，还需要一个引理。

引理 8.19

♡

准对角多项式矩阵 𝐴(𝜆) = diag(𝐴1 (𝜆), 𝐴2 (𝜆)) 的初等因子组由对角块 𝐴1 (𝜆), 𝐴2 (𝜆) 的初等因子组合并而
成。

证明 设 𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆) 和 𝑑𝑟+1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟+𝑠 (𝜆) 分别是多项式矩阵 𝐴1 (𝜆) 和 𝐴2 (𝜆) 的不变因子，则存在可逆多
项式方阵 𝑃1 (𝜆), 𝑃2 (𝜆), 𝑄1 (𝜆), 𝑄2 (𝜆)，使得：

𝑃1 (𝜆)𝐴1 (𝜆)𝑄1 (𝜆) =

diag(𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)) 0

0 0

 , 𝑃2 (𝜆)𝐴2 (𝜆)𝑄2 (𝜆) =

diag(𝑑𝑟+1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟+𝑠 (𝜆)) 0

0 0


记 𝑃(𝜆) = diag(𝑃1 (𝜆), 𝑃2 (𝜆)), 𝑄(𝜆) = diag(𝑄1 (𝜆), 𝑄2 (𝜆))，则 𝑃(𝜆), 𝑄(𝜆)可逆，

且 𝑃(𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆) = diag(𝐷1, 0, 𝐷2, 0)。其中 𝐷1 = diag(𝑑1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟 (𝜆)), 𝐷2 = diag(𝑑𝑟+1 (𝜆), · · · , 𝑑𝑟+𝑠 (𝜆))。记
𝐵(𝜆) = 𝑃(𝜆)𝐴(𝜆)𝑄(𝜆)，则 𝐴(𝜆), 𝐵(𝜆)相抵，因此它们的初等因子组相同。
接下来求多项式矩阵 𝐵(𝜆)的初等因子组。设

𝑑1 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒11 (𝜆 − 𝜆2)𝑒12 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘)𝑒1𝑘 , · · · · · · , 𝑑𝑟 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒𝑟1 (𝜆 − 𝜆2)𝑒𝑟2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘)𝑒𝑟𝑘

𝑑𝑟+1 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒𝑟+1,1 (𝜆 − 𝜆2)𝑒𝑟+1,2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘)𝑒𝑟+1,𝑘 , · · · · · · , 𝑑𝑟+𝑠 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1)𝑒𝑟+𝑠,1 (𝜆 − 𝜆2)𝑒𝑟+𝑠,2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘)𝑒𝑟+𝑠,𝑘

其中 𝑒𝑖 𝑗 ∈ N, 𝜆1, · · · , 𝜆𝑘 互不相同。由于不变因子依次一个整除另一个，有 0 ≤ 𝑒1 𝑗 ≤ 𝑒2 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑒𝑟 𝑗 , 0 ≤
𝑒𝑟+1, 𝑗 ≤ 𝑒𝑟+2, 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑘。
显然，多项式矩阵 𝐴1 (𝜆) 的初等因子组为 (𝜆 − 𝜆 𝑗 )𝑒𝑖 𝑗 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟)，而多项式矩阵 𝐴2 (𝜆) 的初等因子组为

(𝜆 − 𝜆 𝑗 )𝑒𝑟+𝑖, 𝑗 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠)。
对于每个 𝑗，将指数 𝑒1 𝑗 , · · · , 𝑒𝑟 𝑗 , 𝑒𝑟+1, 𝑗 , · · · 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 重排为 𝑒1 𝑗 , 𝑒2 𝑗 , · · · , 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗，使得 0 ≤ 𝑒1 𝑗 ≤ 𝑒2 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗。
容易看出，多项式矩阵 𝐵(𝜆)的 𝑟 + 𝑠阶行列式因子 𝐷𝑟+𝑠 (𝜆)为：

𝐷𝑟+𝑠 (𝜆) = 𝑑1 (𝜆) · · · 𝑑𝑟 (𝜆)𝑑𝑟+1 (𝜆) · · · 𝑑𝑟+𝑠 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1) 𝑒̃11+···+𝑒̃𝑟+𝑠,1 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘) 𝑒̃1𝑘+···+𝑒̃𝑟+𝑠,𝑘

𝐵(𝜆)的所有 𝑟 + 𝑠 − 1阶子式为
𝐷𝑟+𝑠 (𝜆)
𝑑𝑖 (𝜆)

, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑟 + 𝑠且

𝐷𝑟+𝑠 (𝜆)
𝑑𝑖 (𝜆)

= (𝜆 − 𝜆1) 𝑒̃11+···+𝑒̃𝑟+𝑠,1−𝑒̃𝑖1 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘) 𝑒̃1𝑘+···+𝑒̃𝑟+𝑠,𝑘−𝑒̃𝑖𝑘

由于 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 ≥ 𝑒𝑖 𝑗，因此 𝑒1 𝑗 + · · · + 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 − 𝑒𝑖 𝑗 ≥ 𝑒1 𝑗 + · · · + 𝑒𝑟+𝑠−1, 𝑗，取等当且仅当 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 = 𝑒𝑖 𝑗。

所以多项式
𝐷𝑟+𝑠 (𝜆)
𝑑1 (𝜆)

, · · · , 𝐷𝑟+𝑠 (𝜆)
𝑑𝑟+𝑠 (𝜆)

的最大公因子，即 𝐵(𝜆)的 𝑟 + 𝑠 − 1阶行列式因子 𝐷𝑟+𝑠−1 (𝜆)与 𝐵(𝜆)的第

𝑟 + 𝑠个不变因子分别为：

𝐷𝑟+𝑠−1 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1) 𝑒̃11+···+𝑒̃𝑟+𝑠−1,1 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘) 𝑒̃1𝑘+···+𝑒̃𝑟+𝑠−1,𝑘 , 𝑑𝑟+𝑠 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆1) 𝑒̃𝑟+𝑠,1 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘) 𝑒̃𝑟+𝑠,𝑘

同理可得 𝐵(𝜆) 的第 𝑙 个不变因子 𝑑𝑙 (𝜆) (𝜆 − 𝜆1) 𝑒̃𝑙1 · · · (𝜆 − 𝜆𝑘) 𝑒̃𝑙𝑘

因此 𝐵(𝜆)的初等因子组为 {(𝜆 − 𝜆 𝑗 ) 𝑒̃𝑙 𝑗 | 𝑒𝑙 𝑗 > 0, 1 ≤ 𝑙 ≤ 𝑟 + 𝑠, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘}。
由于 𝑒1 𝑗 , 𝑒2 𝑗 , · · · , 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 是 𝑒1 𝑗 , · · · , 𝑒𝑟 𝑗 , 𝑒𝑟+1, 𝑗 , · · · 𝑒𝑟+𝑠, 𝑗 的重排，故多项式矩阵 𝐵(𝜆)的初等因子组由

𝐴1 (𝜆), 𝐴2 (𝜆) 的初等因子组合并而成。
以下给出复方阵的 Jordan标准型的概念。
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8.2 Jordan标准型的概念与求法

定义 8.20 (Jordan块，Jordan标准型)

♣

记 𝑁𝑚 =



0 1

0 1

0
. . .

. . . 1

0

𝑚×𝑚
，则形如 𝜆𝐼𝑚 + 𝑁𝑚的矩阵被称为一个 𝑚阶 Jordan块，记作 𝐽𝑚 (𝜆)。Jordan

标准型是由对角线由若干个 Jordan块组成的准对角矩阵。

定理 8.21

♡

设 𝑛阶复方阵 𝐴的特征方阵 𝜆𝐼𝑛 − 𝐴的初等因子组为

(𝜆 − 𝜆1)𝑚11 , (𝜆 − 𝜆1)𝑚12 , · · · , (𝜆 − 𝜆1)𝑚1𝑘1 ,

(𝜆 − 𝜆2)𝑚21 , (𝜆 − 𝜆2)𝑚22 , · · · , (𝜆 − 𝜆2)𝑚2𝑘2 ,

· · · · · · · · · · · ·

(𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑚𝑡1 , (𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑚𝑡2 , · · · , (𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑚𝑡𝑘𝑡 ,

其中 𝑚 𝑗1 ≥ 𝑚 𝑗2 ≥ · · · ≥ 𝑚 𝑗𝑘 𝑗 > 0, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑡，且 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑡 两两不同。则复方阵 𝐴相似于如下的

Jordan标准型：

𝐽 = diag(𝐽𝑚11 (𝜆1), · · · , 𝐽𝑚1𝑘1
(𝜆1), 𝐽𝑚21 (𝜆2), · · · , 𝐽𝑚𝑡1 (𝜆𝑡 ), · · · , 𝐽𝑚𝑡𝑘𝑡

(𝜆𝑡 ))

证明 对 𝑘 ∈ N, 𝜆0 ∈ C，记 𝑀 = 𝜆𝐼𝑘 − 𝐽𝑘 (𝜆0) =



𝜆 − 𝜆0 −1

𝜆 − 𝜆0 −1

𝜆 − 𝜆0
. . .

. . . −1

𝜆 − 𝜆0


，

由 𝑀
©­«
1 2 · · · 𝑘 − 1

2 3 · · · 𝑘

ª®¬ = (−1)𝑘−1，故行列式因子 𝐷1 (𝜆) = · · · = 𝐷𝑘−1 (𝜆) = 1, 𝐷𝑘 (𝜆) = (𝜆 − 𝜆0)𝑘，对应不变

因子 𝑑1 (𝜆) = · · · = 𝑑𝑘−1 (𝜆) = 1, 𝑑𝑘 (𝜆) = (𝜆−𝜆0)𝑘，因此𝑀的初等因子组为 {(𝜆−𝜆0)𝑘}。由引理8.19，𝜆𝐼𝑛−𝐽, 𝜆𝐼𝑛−𝐴
的初等因子组相同，故 𝐴与 𝐽 相似。

最后总结求复方阵 𝐴的 Jordan标准型的过程如下：

算法 8.22

♡

1. 求出特征方阵 𝜆𝐼𝑛 − 𝐴的不变因子；
2. 把不变因子分解为一次因式的乘积，得到初等因子组；

3. 写出每个初等因子的 Jordan块；

4. 把所有 Jordan块进行合并，得到 Jordan标准型。

同时也给出另外一种算法：

算法 8.23
1. 求出特征值 𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑡；
2. 记 𝑟𝑖𝑘 = rank(𝐴 − 𝜆𝑖)𝑘，约定 𝑟𝑖0 = 𝑛；

3. 记 𝑑𝑖𝑘 = 𝑟𝑖,𝑘−1 − 𝑟𝑖𝑘 ,∀𝑘 ≥ 1；
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8.3 Jordan标准型的应用

♡

4. 记 𝛿𝑖𝑘 = 𝑑𝑖𝑘 − 𝑑𝑖,𝑘+1,∀𝑘 ≥ 1；

5. 此时 𝐽𝑘 (𝜆𝑖) 有 𝛿𝑖𝑘 个。

证明 设 𝜙𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴) = (𝜆 − 𝜆1)𝑛1 · · · (𝜆 − 𝜆𝑡 )𝑛𝑡，其中
𝑡∑

𝑖=1
𝑛𝑖 = 𝑛。记 𝐽 = diag(𝐽1, · · · , 𝐽𝑡 )，

其中 𝐽𝑖 = diag(𝐽𝑚𝑖1 (𝜆𝑖), · · · , 𝐽𝑚𝑖 𝑗𝑖
(𝜆𝑖)), 𝑚𝑖1 ≥ · · · ≥ 𝑚𝑖 𝑗𝑖 且

𝑗𝑖∑
𝑘=1

𝑚𝑖𝑘 = 𝑛𝑖。

由于 ∀𝑝 ≠ 𝑞, 𝜆𝑝 ≠ 𝜆𝑞，且此时 ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑗𝑝 , 𝐽𝑚𝑝𝑘 (𝜆𝑝) − 𝜆𝑞 𝐼𝑚𝑝𝑘 是满秩上三角阵，故 ∀𝑙 > 0, rank(𝐽𝑚𝑝𝑘 (𝜆𝑝) −
𝜆𝑞 𝐼𝑚𝑝𝑘 )𝑙 = 𝑚𝑝𝑘。

此时 𝑟𝑖𝑘 = rank(𝐴−𝜆𝑖 𝐼𝑛)𝑘 = rank(𝐽 −𝜆𝑖 𝐼𝑛)𝑘 = rank diag(𝐽1 −𝜆𝑖 𝐼𝑛1 , · · · , 𝐽𝑡 −𝜆𝑖 𝐼𝑛𝑡 ) = 𝑛− 𝑛𝑖 +
𝑗𝑖∑

𝑘=1
rank(𝐽𝑚𝑖𝑘 (0))𝑘 ,

𝑑𝑖𝑘 = 𝑟𝑖,𝑘−1 − 𝑟𝑖𝑘 =
𝑗𝑖∑

𝑘=1
(rank(𝐽𝑚𝑖𝑘 (0))𝑘−1 − rank(𝐽𝑚𝑖𝑘 (0))𝑘) = ⟨属于特征值𝜆𝑖 的阶数 ≥ 𝑘 的 Jordan块个数⟩,

𝛿𝑖𝑘 = 𝑑𝑖𝑘 − 𝑑𝑖,𝑘+1 = ⟨属于特征值𝜆𝑖 的阶数为𝑘 的 Jordan块个数⟩ = ⟨𝐽𝑘 (𝜆𝑖) 的个数⟩
使得 𝑃−1𝐴𝑃为 Jordan标准型的可逆矩阵 𝑃称为过渡矩阵。过渡矩阵的求法如下：

算法 8.24

♡

1. 求出矩阵的特征值，进而得到其 Jordan标准形 𝐽 = diag(𝐽𝑛1 (𝜆1), 𝐽𝑛2 (𝜆2), . . . , 𝐽𝑛𝑘 (𝜆𝑘))；
2. 对每个 Jordan块 𝐽𝑛𝑖 (𝜆𝑖)构造 Jordan链：首先求解 (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥𝑖1 = 0得到第一个特征向量 𝑥𝑖1，然后依

次求解 (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥𝑖 𝑗 = 𝑥𝑖, 𝑗−1得到后续的广义特征向量 𝑥𝑖 𝑗，直到得到 𝑛𝑖 个向量；

3. 如果上式中某个方程组无解，则说明需要调整第一个特征向量的选择，重新选择后继续上述过程，

直到为每个 Jordan块构造出完整的 Jordan链；

4. 将所有 Jordan链中的向量按顺序排列，组成矩阵 𝑃，则 𝑃即为所求的过渡矩阵。

若多个 Jordan块对应同一特征值，则按照 Jordan块的大小顺序降序排列依次构造 Jordan链，以一个矩阵

𝐴具有一个 𝐽3 (𝑎) 与两个 𝐽2 (𝑎)为例，记 𝑁 = 𝐴 − 𝑎𝐼，以下是计算方法：
1. 取 𝑥13 ∈ ker(𝑁3)\ ker(𝑁2)，此时有一个 Jordan链 𝑥13, 𝑁𝑥13 := 𝑥12, 𝑁

2𝑥13 := 𝑥11，也即求出了最大的

Jordan块 𝐽3 (𝑎) 对应的三个向量；
2. 取 𝑥22, 𝑥32 ∈ ker(𝑁2)\ ker(𝑁)，且满足 𝑥22, 𝑥32与 𝑥11线性无关，此时有两个 Jordan链 𝑥22, 𝑁𝑥22 := 𝑥21

与 𝑥32, 𝑁𝑥32 := 𝑥31，也即求出了两个 𝐽2 (𝑎)对应的四个向量；
3. 以上七个向量线性无关，可以与其他向量一起组成矩阵 𝑃。

以下是一种不依赖于 Jordan链的过渡矩阵的求法：

算法 8.25

♡

1. 对特征方阵 𝜆𝐼𝑛−𝐴施加初等 𝜆变换，把 𝜆𝐼𝑛−𝐴化为 𝜆𝐼𝑛−𝐽，从而求出 𝑛阶可逆多项式矩阵 𝑃(𝜆), 𝑄(𝜆)
使得 𝑃(𝜆)(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴)𝑄(𝜆) = 𝜆𝐼𝑛 − 𝐽；

2. 求出 𝑅(𝜆) = 𝑄(𝜆)−1；

3. 把 𝑅(𝜆) 写成矩阵的多项式 𝑅(𝜆) =
𝑚∑
𝑗=1
𝑅𝑚𝜆

𝑚，则 𝑃 = 𝑅(𝐴)。

该方法正确性的证明留给读者。

8.3 Jordan标准型的应用

例题 8.1证明：𝐴, 𝐴⊤ 相似。
证明 设 𝐴的 Jordan标准型为 𝐽，即证 𝐽, 𝐽⊤ 相似。设 𝐽 = diag(𝐽𝑚11 (𝜆1), · · · , 𝐽𝑚𝑡𝑘𝑡

(𝜆𝑡 ))。
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8.3 Jordan标准型的应用

对 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘𝑖，容易求得 𝐽𝑚𝑖 𝑗 (𝜆𝑖), 𝐽𝑚𝑖 𝑗 (𝜆𝑖)⊤的初等因子组均为 {(𝜆 − 𝜆𝑖)𝑚𝑖 𝑗 }，故存在可逆方阵 𝑃𝑖 𝑗

使得 𝑃−1
𝑖 𝑗 𝐽𝑚𝑖 𝑗 (𝜆𝑖)𝑃𝑖 𝑗 = 𝐽𝑚𝑖 𝑗 (𝜆𝑖)⊤，令 𝑃 = diag(𝑃11, · · · , 𝑃𝑡 𝑘𝑡 )，即有 𝑃−1𝐽𝑃 = 𝐽⊤，即 𝐴, 𝐴⊤ 相似。

�
笔记 注意到 𝑆𝑖 𝑗 =



1

1

. .
.

1


满足 𝑆−1𝐽𝑚𝑖 𝑗 (𝜆𝑖)𝑆𝑖 𝑗 = 𝐽𝑚𝑖 𝑗 (𝜆𝑖)⊤，设 𝑆 = diag(𝑆11, · · · , 𝑆𝑡 𝑘𝑡 ), 𝑄−1𝐴𝑄 = 𝐽，则

(𝑄𝑆𝑄⊤)−1𝐴(𝑄𝑆𝑄⊤) = 𝐴⊤，由 𝑄𝑆𝑄⊤ 对称可逆知存在对称可逆矩阵 𝑃把 𝐴相似至 𝐴⊤。

例题 8.2证明：任意一个 𝑛阶复方阵 𝐴都可以表示为两个 𝑛阶对称方阵的乘积，而且可以指定其中一个是可逆

的。

证明 不妨设要求第一个矩阵可逆。由上，存在对称可逆矩阵 𝑆使得 𝑆−1𝐴⊤𝑆 = 𝐴⇔ 𝐴⊤𝑆 = 𝑆𝐴，

记 𝑃1 = 𝑆−1对称可逆，𝑃2 = 𝐴⊤𝑆满足 𝑃⊤2 = 𝑆⊤𝐴 = 𝑆𝐴 = 𝐴⊤𝑆 = 𝑃2，即 𝑃2对称。此时 𝐴 = 𝑃1𝑃2即为所求。

例题 8.3设 𝐴是 𝑛阶可逆复方阵，证明：∃𝐵 ∈ C𝑛×𝑛 使得 𝐴 = 𝐵2。

证明 首先证明 ∀𝑎 ≠ 0，𝐽𝑚 (𝑎2)与 (𝐽𝑚 (𝑎))2 相似。首先有 𝐽𝑚 (𝑎) = 𝑎𝐼𝑚 + 𝑁𝑚, 𝐽𝑚 (𝑎2) = 𝑎2𝐼𝑚 + 𝑁𝑚,

(𝐽𝑚 (𝑎))2 = 𝑎2𝐼𝑚 + 2𝑎𝑁𝑚 + 𝑁2
𝑚，由 rank(𝐽𝑚 (𝑎2) − 𝑎2𝐼𝑚) = rank((𝐽𝑚 (𝑎))2 − 𝑎2𝐼𝑚) = 𝑚 − 1即有其相似。

对 𝐴的某个 Jordan块 𝐽𝑚 (𝑎)，∃𝑃𝑚𝑎 可逆使得 𝑃−1
𝑚𝑎

(
𝐽𝑚

(√
𝑎
) )2

𝑃𝑚𝑎 = 𝐽𝑚 (𝑎)，记 𝐵𝑚𝑎 = 𝑃−1
𝑚𝑎𝐽𝑚

(√
𝑎
)
𝑃𝑚𝑎，

设 𝐴 = 𝑃−1diag(𝐽𝑚11 (𝜆1), · · · , 𝐽𝑚𝑡𝑘𝑡
(𝜆𝑡 ))𝑃 = 𝑃−1diag(𝐵2

𝑚11𝜆1
, · · · , 𝐵2

𝑚𝑡𝑘𝑡 𝜆𝑡
)𝑃，(𝐴可逆⇒ 0不是特征值)

令 𝐵 = 𝑃−1diag(𝐵𝑚11𝜆1 , · · · , 𝐵𝑚𝑡𝑘𝑡 𝜆𝑡
)𝑃，即有 𝐴 = 𝐵2。

例题 8.4 𝐴, 𝐵 ∈ C3×3, 𝐵 ≠ 𝑂, 𝐴𝐵 = 𝑂，证明：∃𝐷 ≠ 𝑂, 𝑠.𝑡. 𝐴𝐷 = 𝐷𝐴 = 0。

证明 设 𝑃−1𝐴𝑃 = 𝐽，记 𝐵̃ = 𝑃−1𝐵𝑃 ≠ 𝑂，则 𝐽𝐵̃ = 𝑂 ⇒ rank(𝐽) ≤ 2。以下对 𝐽 的可能形式分类。

1. 𝐽 =


0 0 0

0 0 0

0 0 0

，此时取 𝐷 = 𝑃−1𝐸11𝑃即可；

2. 𝐽 =


𝜆1 0 0

0 0 0

0 0 0

，此时取 𝐷 = 𝑃−1𝐸33𝑃即可；

3. 𝐽 =


𝜆1 1 0

0 𝜆1 0

0 0 0

，此时取 𝐷 = 𝑃−1𝐸33𝑃即可；

4. 𝐽 =


0 1 0

0 0 1

0 0 0

，此时取 𝐷 = 𝑃−1𝐸13𝑃即可；

5. 𝐽 =


𝜆1 0 0

0 0 1

0 0 0

，此时取 𝐷 = 𝑃−1𝐸23𝑃即可。

6. 𝐽 =


𝜆1 1 0

0 𝜆2 0

0 0 0

，此时取 𝐷 = 𝑃−1𝐸33𝑃即可。

例题 8.5证明：𝑛阶复矩阵 𝐴是幂零矩阵当且仅当 tr(𝐴𝑘) = 0,∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛。
证明 充分性：𝐴是幂零矩阵时，𝐴的特征值全为 0，故 𝐴的 Jordan标准形是 diag(𝐽𝑛1 (0), · · · , 𝐽𝑛𝑡 (0))，则 tr(𝐴𝑘) =
tr(𝐽𝑘) = 0,∀𝑘 ∈ N。
必要性：设 𝐴的 Jordan标准形为 𝐽 = diag(𝐽𝑚1 (𝜆1), · · · , 𝐽𝑚𝑡 (𝜆𝑡 ))，并记其对角元为 𝜇1, . . . , 𝜇𝑛，则 tr(𝐴𝑘) =
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8.3 Jordan标准型的应用

tr(𝐽𝑘) =
𝑛∑
𝑖=1
𝜇𝑘𝑖 = 0,∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛，由例题3.24可知此方程组只有零解，即 𝜆1 = 𝜆2 = · · · = 𝜆𝑡 = 0，故 𝐴是幂零矩阵。
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第九章 矩阵分解

9.1 复习与总览

截至目前，我们已经学习了线性代数中的多个重要主题，包括矩阵的基本运算、行列式、向量空间、线性变

换、特征值与特征向量以及内积空间等。这些主题为我们理解和处理线性系统提供了坚实的基础。然而，在实际

应用中，直接处理大型矩阵往往效率低下且计算复杂。因此，矩阵分解技术应运而生，成为简化矩阵运算和揭示

矩阵结构的重要工具。矩阵分解通过将一个复杂的矩阵表示为多个更简单矩阵的乘积，极大地简化了矩阵的分

析和计算过程。以下是按照章节顺序对矩阵分解的主要内容进行的总览。

9.1.1 Gauss消元与 LU分解

Gauss消元法是求解线性方程组的基本方法，通过一系列初等行变换将矩阵化为上三角形，从而简化求解过

程。LU分解则是将矩阵分解为一个下三角矩阵 𝐿和一个上三角矩阵𝑈 的乘积，即 𝐴 = 𝐿𝑈。这种分解不仅加速

了线性方程组的求解，还在数值分析中具有重要应用。

然而，LU分解并不总是适用，特别是当矩阵不可逆或存在零主元时。为了解决这些问题，引入了带行交换

的 LU分解（也称为 PLU分解）。以下是其具体形式：

定理 9.1

♡

设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，若 𝐴可逆，则存在置换矩阵 𝑃 ∈ F𝑛×𝑛，下三角矩阵 𝐿 ∈ F𝑛×𝑛，上三角矩阵𝑈 ∈ F𝑛×𝑛，使得
𝑃𝐴 = 𝐿𝑈。

9.1.2 与秩相关的分解

在求解矩阵的相抵标准形时，引入了矩阵的秩概念。秩表示矩阵中线性无关行或列的最大数量，是衡量矩

阵信息量的重要指标。

引理 9.2

♡

设 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，𝑟 = rank(𝐴)，则存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚, 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝑃𝐴𝑄 =


𝐼𝑟 0

0 0

。
这实际上对应了将矩阵 𝐴分解为以下形式：

定理 9.3

♡

设 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，𝑟 = rank(𝐴)，则存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚, 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝑃−1

𝐼𝑟 0

0 0

 𝑄−1。

在上式中把


𝐼𝑟 0

0 0

 拆分为

𝐼𝑟

0


[
𝐼𝑟 0

]
，分别与 𝑃−1, 𝑄−1相乘，可以得到矩阵 𝐴的一种低秩分解形式：

定理 9.4

♡
设 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，𝑟 = rank(𝐴)，则存在满秩矩阵 𝐷 ∈ F𝑚×𝑟 , 𝐹 ∈ F𝑟×𝑛，使得 𝐴 = 𝐷𝐹。



9.1 复习与总览

9.1.3 与特征值相关的分解

特征值是矩阵的重要性质。但是不是所有矩阵都能通过相似变换对角化。为了解决这一问题，引入了 Jordan

标准形，它将矩阵分解为 Jordan块的形式，从而揭示了矩阵的结构。

定理 9.5

♡

设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛矩阵，𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑘是 𝐴的全部不同特征值，则存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝑃𝐽𝑃−1，其中

𝐽 = diag(𝐽𝑛11 (𝜆1), 𝐽𝑛12 (𝜆1), . . . , 𝐽𝑛1𝑡1
(𝜆1), 𝐽𝑛21 (𝜆2), . . . , 𝐽𝑛𝑘𝑡𝑘 (𝜆𝑘))，其中 𝐽𝑛𝑖 𝑗 (𝜆𝑖) 是 Jordan块，且

∑
𝑖, 𝑗
𝑛𝑖 𝑗 = 𝑛。

当需要对过渡矩阵提出更高要求时，可以使用 Schur分解：

定理 9.6

♡

设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛，存在酉矩阵𝑈 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈𝐻，其中 𝑇 为上三角矩阵，且 𝑇 的对角线元素为 𝐴的

特征值。

证明 使用归纳完成证明。对 𝑛 = 1显然成立，假设对 𝑛 − 1成立，则考虑 𝑛阶矩阵 𝐴。

由代数学基本定理，𝐴至少有一个特征值 𝜆1，设对应的单位特征向量为 𝑢1。将 𝑢1扩展为 C𝑛的一组标准正交

基 {𝑢1, . . . , 𝑢𝑛}，构成酉矩阵𝑈1 = [𝑢1, . . . , 𝑢𝑛]，则𝑈𝐻
1 𝐴𝑈1 = 𝑈𝐻

1 [𝐴𝑢1, 𝐴𝑢2, . . . , 𝐴𝑢𝑛] = 𝑈𝐻
1 [𝜆1𝑢1, 𝐴𝑢2, . . . , 𝐴𝑢𝑛] =

𝜆1 𝑏𝐻

0 𝐴1

，其中 𝑏 ∈ C𝑛−1, 𝐴1 ∈ C(𝑛−1)×(𝑛−1)。由归纳假设，存在酉矩阵 𝑈2 ∈ C(𝑛−1)×(𝑛−1)，使得 𝑈𝐻
2 𝐴1𝑈

2 = 𝑇2，

其中 𝑇2为上三角矩阵，且 𝑇2的对角线元素为 𝐴1的特征值。令𝑈 =


1 0

0 𝑈2

，则𝑈 为酉矩阵，进而 𝑉 = 𝑈𝑈1是

酉矩阵，且 𝑉𝐻𝐴𝑉 = 𝑈𝐻𝑈𝐻
1 𝐴𝑈1𝑈 =


1 0

0 𝑈𝐻
2



𝜆1 𝑏𝐻

0 𝐴1



1 0

0 𝑈2

 =


𝜆1 𝑏𝐻𝑈2

0 𝑇2

，显然该矩阵为上三角矩阵，且
其对角线元素为 𝐴的特征值。由此完成归纳，定理得证。

9.1.4 一般矩阵的分解

实际应用中，矩阵往往不是方阵，此时便引入了一些对矩阵自身条件要求较弱的分解方法，如基于 Gram-

Schmidt正交化的 QR分解和奇异值分解。

定理 9.7

♡
设 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛，存在酉矩阵 𝑄 ∈ C𝑚×𝑚 和上三角矩阵 𝑅 ∈ C𝑚×𝑛，使得 𝐴 = 𝑄𝑅。

QR分解的转置情形也成立：

定理 9.8

♡
设 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛，存在酉矩阵 𝑄 ∈ C𝑛×𝑛 和下三角矩阵 𝐿 ∈ C𝑚×𝑛，使得 𝐴 = 𝐿𝑄。

除了 QR分解，奇异值分解（SVD）也是一种重要的矩阵分解方法。定义矩阵 𝐴的奇异值为矩阵 𝐴𝐻𝐴的非

零特征值的平方根，则奇异值数量等于矩阵 𝐴的秩，且有分解：

定理 9.9

♡

设 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛 矩阵，𝑟 = rank(𝐴)，则存在酉矩阵 𝑈 ∈ C𝑚×𝑚, 𝑉 ∈ C𝑛×𝑛 和矩阵 Σ ∈ C𝑚×𝑛，使得 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝐻，

其中 Σ的前 𝑟 个对角线元素为 𝐴的奇异值，其他元素均为零。
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9.1 复习与总览

与秩的分解类似，把 Σ拆分为
[
𝐼𝑟 0

]
𝐷𝑟


𝐼𝑟

0

，左右两侧矩阵分别与 𝑈,𝑉𝐻 相乘，可以得到矩阵 𝐴的另一

种奇异值分解形式：

定理 9.10

♡

设 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛，𝑟 = rank(𝐴)，则存在矩阵𝑈,𝑉 作为某个酉矩阵的前 𝑟 列和 𝐴的奇异值组成的对角矩阵 𝐷𝑟，

使得 𝐴 = 𝑈𝐷𝑟𝑉
𝐻。

为了把握矩阵的更多结构信息，还引入了极分解：

定理 9.11

♡

设 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛, 𝑚 ≥ 𝑛，则存在矩阵 𝑈 ∈ C𝑚×𝑛 满足 𝑈𝐻𝑈 = 𝐼𝑛 和半正定矩阵 𝑃 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝑈𝑃。若 𝐴

可逆，则 𝑃正定且分解唯一。

同理有左极分解：

定理 9.12

♡

设 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛, 𝑚 ≤ 𝑛，则存在矩阵 𝑉 ∈ C𝑚×𝑛满足 𝑉𝑉𝐻 = 𝐼𝑚和半正定矩阵 𝑄 ∈ C𝑚×𝑚，使得 𝐴 = 𝑄𝑉。若 𝐴

可逆，则 𝑄正定且分解唯一。

奇异值分解和极分解是本节课重点关注的矩阵分解方法。

9.1.5 对称/ Hermitian矩阵分解

我们熟知对称矩阵可以正交相似对角化，对于满足 𝐴𝐻 = 𝐴的矩阵 𝐴也有类似结论：

定理 9.13

♡

设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛 满足 𝐴𝐻 = 𝐴，则存在酉矩阵 𝑈 ∈ C𝑛×𝑛 和实数 𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛，使得 𝐴 = 𝑈Λ𝑈𝐻，其中

Λ = diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)。

对于正定矩阵与半正定矩阵，还有更强的 Cholesky分解形式：

定理 9.14

♡

设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛 为正定矩阵，则存在唯一的上三角矩阵 𝑅 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝑅𝐻𝑅，且 𝑅的对角线元素均为

正实数。设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛 为半正定矩阵，则存在上三角矩阵 𝑅 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝑅𝐻𝑅，且 𝑅的对角线元素

均为非负实数。

下三角情形同理成立：

定理 9.15

♡

设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛为正定矩阵，则存在唯一的下三角矩阵 𝐿 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝐿𝐿𝐻，且 𝐿的对角线元素均为正

实数。设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛为半正定矩阵，则存在下三角矩阵 𝐿 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝐿𝐿𝐻，且 𝐿的对角线元素均为

非负实数。

Bunch与 Kaufman提出了一种推广的 Cholesky分解方法，适用于所有 Hermitian矩阵：
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9.2 奇异值分解

定理 9.16

♡

设 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛满足 𝐴𝐻 = 𝐴，则存在置换矩阵 𝑃 ∈ C𝑛×𝑛，单位下三角矩阵 𝐿 ∈ C𝑛×𝑛和准对角矩阵 𝐵 ∈ C𝑛×𝑛，

使得 𝑃𝐴𝑃𝐻 = 𝐿𝐵𝐿𝐻，其中 𝐵的对角块为 1 × 1或 2 × 2矩阵。

9.2 奇异值分解

先证明奇异值分解的存在性：

证明 对复矩阵 𝐴，考虑 𝑀 = 𝐴𝐻𝐴作为半正定矩阵，其特征值均为非负实数。设 𝑀 的特征值为 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ · · · ≥
𝜆𝑟 > 0 = 𝜆𝑟+1 = · · · = 𝜆𝑛，对应的单位正交特征向量为 𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛，则有 𝑀𝑣𝑖 = 𝜆𝑖𝑣𝑖。定义 𝜎𝑖 =

√
𝜆𝑖，则

𝜎1 ≥ 𝜎2 ≥ · · · ≥ 𝜎𝑟 > 0为 𝐴的奇异值。构造矩阵 𝑉 = [𝑣1, 𝑣2, . . . , 𝑣𝑛]，则 𝑉 为酉矩阵。

对于所有 𝜎𝑖 > 0，定义 𝑢𝑖 =
1
𝜎𝑖
𝐴𝑣𝑖，则有 𝑢𝐻𝑖 𝑢 𝑗 =

1
𝜎𝑖𝜎𝑗

𝑣𝐻𝑖 𝐴
𝐻𝐴𝑣 𝑗 =

𝜆 𝑗

𝜎𝑖𝜎𝑗
𝑣𝐻𝑖 𝑣 𝑗 = 𝛿𝑖 𝑗，即 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑟 是标

准正交集，将其扩充为标准正交基 𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚，构造矩阵 𝑈 = [𝑢1, 𝑢2, . . . , 𝑢𝑚]，则 𝑈 也是酉矩阵。以下验证

𝐴𝑉 = 𝑈Σ：

对于 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟，有 𝐴𝑣𝑖 = 𝜎𝑖𝑢𝑖；对于 𝑟 + 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，有 ∥𝐴𝑣𝑖 ∥2 = 𝑣𝐻𝑖 𝐴
𝐻𝐴𝑣𝑖 = 𝑣𝐻𝑖 𝜆𝑖𝑣𝑖 = 0，即 𝐴𝑣𝑖 = 0。综上所

述，𝐴𝑉 = 𝑈Σ，其中 Σ为 𝑚 × 𝑛矩阵，其前 𝑟 个对角线元素为 𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑟，其他元素均为零。两边右乘 𝑉𝐻 即

得 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝐻。

例题 9.1 𝐴 ∈ C𝑚×𝑛, 𝜎1, . . . , 𝜎𝑟 为 𝐴的奇异值，证明：∥𝐴∥2𝐹 :=
𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
|𝑎𝑖 𝑗 |2 =

𝑟∑
𝑖=1
𝜎2
𝑖。

证明
𝑟∑
𝑖=1
𝜎2
𝑖 是 𝐴𝐻𝐴的非零特征值之和，即 𝐴𝐻𝐴的特征值之和，故

𝑟∑
𝑖=1
𝜎2
𝑖 = tr(𝐴𝐻𝐴) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
|𝑎𝑖 𝑗 |2。

例题 9.2证明：𝐴 ∈ C𝑛×𝑛 的奇异值是其所有非零特征值当且仅当 𝐴是半正定 Hermitian矩阵。

证明 充分性：由 𝐴为对称半正定矩阵可知，存在酉矩阵𝑄，使得 𝐴 = 𝑄Λ𝑄𝐻，其中可取 Λ = diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)，
𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ · · · ≥ 𝜆𝑟 > 0 = 𝜆𝑟+1 = · · · = 𝜆𝑛。则这也是 𝐴的奇异值分解形式，故 𝐴的奇异值即为其所有非零特征值。

必要性：设 𝐴的奇异值分解为 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝐻，并记𝑇 = 𝑉𝐻𝑈 = (𝑡𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，则 tr 𝐴 = tr(𝑈Σ𝑉𝐻 ) = tr(Σ𝑇) =
𝑟∑
𝑖=1
𝜎𝑖𝑡𝑖𝑖 ≤

𝑟∑
𝑖=1
𝜎𝑖，

等号成立当且仅当 𝑡𝑖𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑟。又由于 𝑇 为酉矩阵，故 𝑡𝑖𝑖 = 1 蕴含 𝑡𝑖 𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗 , 𝑖 < 𝑟, 𝑗 < 𝑟，故

𝑇 =


𝐼𝑟 0

0 𝑇1

，其中 𝑇1 为酉矩阵。此时 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝐻 = 𝑈


𝐼𝑟 0

0 𝑇1



𝐷𝑟 0

0 0

 𝑉𝐻 = 𝑉


𝐷𝑟 0

0 0

 𝑉𝐻，即 𝐴可以酉相似

对角化，且其特征值为其奇异值和零，是非负实数，故 𝐴为对称半正定矩阵。

例题 9.3证明：𝐴 ∈ C𝑛×𝑛 的奇异值是其所有非零特征值的模长当且仅当 𝐴是正规矩阵，即 𝐴𝐴𝐻 = 𝐴𝐻𝐴。

证明 充分性：先证明 𝐴 是正规矩阵 ⇐⇒ 𝐴 可酉对角化。(⇒) 设 𝐴 可酉相似到上三角阵 𝑇，则 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈𝐻，

其中 𝑈 是酉矩阵，𝑇 是上三角矩阵。由 𝐴𝐴𝐻 = 𝐴𝐻𝐴 可得 𝑇𝑇𝐻 = 𝑇𝐻𝑇 := (𝑡𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛。比较其对角线元素，有
𝑛∑

𝑘=1
|𝑡𝑖𝑘 |2 =

𝑛∑
𝑘=1
|𝑡𝑘𝑖 |2, 𝑖 = 1可推导出 𝑡1 𝑗 = 0, 𝑗 > 1，再由 𝑖 = 2可推导出 𝑡2 𝑗 = 0, 𝑗 > 2，依此类推可得 𝑇 为对角矩

阵，故 𝐴可酉对角化。(⇐)设 𝐴可酉对角化为 𝐴 = 𝑈Λ𝑈𝐻，则 𝐴𝐴𝐻 = 𝑈ΛΛ𝐻𝑈𝐻 = 𝑈Λ𝐻Λ𝐻 = 𝐴𝐻𝐴，故 𝐴是正

规矩阵。

由 𝐴可酉对角化可知，存在酉矩阵𝑈，使得 𝐴 = 𝑈Λ𝑈𝐻，其中 Λ = diag(𝜆1, 𝜆2, . . . , 𝜆𝑛)，则 𝐴𝐻𝐴 = 𝑈Λ𝐻Λ𝑈𝐻，

故 𝐴𝐻𝐴的特征值为 |𝜆1 |2, |𝜆2 |2, . . . , |𝜆𝑟 |2, 0, . . . , 0，其奇异值即为 |𝜆1 |, |𝜆2 |, . . . , |𝜆𝑟 |，即 𝐴的奇异值是其所有非零

特征值的模长。

必要性：先证明左乘或右乘酉矩阵不改变矩阵的 Frobenius 范数。设 𝑄 ∈ C𝑚×𝑚 为酉矩阵，则 ∥𝑄𝐴∥2𝐹 =

tr((𝑄𝐴)𝐻𝑄𝐴) = tr(𝐴𝐻𝑄𝐻𝑄𝐴) = tr(𝐴𝐻𝐴) = ∥𝐴∥2𝐹 = tr(𝐴𝐴𝐻 ) = tr(𝐴𝑄𝑄𝐻𝐴𝐻 ) = tr((𝐴𝑄)(𝐴𝑄)𝐻 ) = ∥𝐴𝑄∥2𝐹。

再证明 Schur不等式：∥𝐴∥2𝐹 ≥
𝑛∑
𝑖=1
|𝜆𝑖 |2，其中 𝜆𝑖 为 𝐴的特征值，且取到等号当且仅当 𝐴是正规矩阵。设 𝐴

可酉相似到上三角阵 𝑇，则 𝐴 = 𝑈𝑇𝑈𝐻，其中𝑈 是酉矩阵，𝑇 是上三角矩阵。此时 ∥𝐴∥2𝐹 = ∥𝑇 ∥2𝐹 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
|𝑡𝑖 𝑗 |2 ≥
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9.3 极分解

𝑛∑
𝑖=1
|𝑡𝑖𝑖 |2 =

𝑛∑
𝑖=1
|𝜆𝑖 |2。等号成立条件为 𝑡𝑖 𝑗 = 0, 𝑖 ≠ 𝑗，即 𝑇 为对角矩阵，故 𝐴是可酉对角化矩阵，是正规矩阵。

此时由 ∥𝐴∥2𝐹 =
𝑟∑
𝑖=1
𝜎2
𝑖 =

𝑛∑
𝑖=1
|𝜆𝑖 |2 可知 𝐴是正规矩阵。

注方阵的奇异值与其特征值有什么关系？�
笔记方阵的特征值是矩阵作为线性空间自映射时的固有伸缩因子，是其固有的代数性质，不需要空间中有“长

度”与“角度”的概念，也就是不需要度量/内积即可定义。而奇异值是矩阵作为双线性型 𝐵 : 𝑉×𝑉 → F : 𝐵(𝑢, 𝑣) =
𝑢𝑇 𝐴𝑣的性质，其定义依赖于距离与角度的概念，因此需要空间中有内积结构才能定义。奇异值可以看作是矩阵

在“长度”和“角度”意义下的固有伸缩因子。例如对 𝐴 =


1 𝑡

1

，不论 𝑡 取何值，其特征值均为 1，但其奇异

值会随着 𝑡的增大而变化，具体表现为一个会变大，另一个变小，反映了矩阵在“长度”和“角度”意义下的伸

缩作用。可以说，这两者没有直接联系。

在一定程度上，转置/伴随也依赖度量结构。回忆线性映射的伴随的定义：对定义在内积空间上的线性映射

A ∈ L (𝑉)，其伴随被定义为满足 ⟨A 𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑥,A ∗𝑦⟩的映射A ∗ ∈ L (𝑉)。如果没有内积结构，就无法定义伴随
映射，而矩阵的转置一定程度上依赖于伴随的概念。因此，提及伴随也意味着度量的引入。

例题 9.4设 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝，证明：∥𝐴𝐵∥2𝐹 ≤ 𝜆max (𝐵𝐵⊤)∥𝐴∥2𝐹，其中 𝜆max (𝑀)表示方阵 𝑀 的最大特征值。

证明 设 𝐵的奇异值分解为 𝐵 = 𝑈 diag(𝜎1, 𝜎2, . . . , 𝜎𝑟 , 𝑂)𝑉⊤，则有 𝐵𝐵⊤ = 𝑈 diag(𝜎2
1 , 𝜎

2
2 , . . . , 𝜎

2
𝑟 , 0, . . . , 0)𝑈⊤，故

(𝐴𝐵)(𝐴𝐵)⊤ = 𝐴𝑈 diag(𝜎2
1 , 𝜎

2
2 , . . . , 𝜎

2
𝑟 , 0, . . . , 0)𝑈⊤𝐴⊤。记 𝐴𝑈 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑚×𝑛，则 tr((𝐴𝐵) (𝐴𝐵)⊤) =

𝑚∑
𝑖=1

𝑟∑
𝑗=1
𝜎2
𝑗 𝑎

2
𝑖 𝑗 ≤

𝜎2
1

𝑚∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1
𝑎2
𝑖 𝑗 = 𝜆max (𝐵𝐵⊤) tr(𝐴𝐴⊤)。

例题 9.5设 𝐴, 𝐵 ∈ C𝑚×𝑛，证明：𝐴𝐴𝐻 = 𝐵𝐵𝐻 当且仅当存在酉矩阵 𝑉 ∈ C𝑛×𝑛，使得 𝐴 = 𝐵𝑉。

证明 必要性：由于 𝐴𝐴𝐻 = 𝐵𝐵𝐻，有 𝐴, 𝐵的奇异值分解具有完全相同的奇异值与左奇异向量。设 𝐴 = 𝑈Σ𝑉𝐻
1 , 𝐵 =

𝑈Σ𝑉𝐻
2 ，则 𝐴 = 𝐵𝑉2𝑉

𝐻
1 ，记 𝑉 = 𝑉2𝑉

𝐻
1 即得所需结论。

充分性：由 𝐴 = 𝐵𝑉 可得 𝐴𝐴𝐻 = 𝐵𝑉𝑉𝐻𝐵𝐻 = 𝐵𝐵𝐻。

� 练习 9.1请给出 𝐴𝐻𝐴 = 𝐵𝐻𝐵时 𝐴与 𝐵之间关系的类似结论，并证明。

9.3 极分解

同样的，先证明极分解的存在性。

证明 对𝑚 ≥ 𝑛，设 𝐴的奇异值分解为 𝐴 = 𝑈


𝐷𝑟 𝑂

𝑂 𝑂𝑛−𝑟

𝑂 𝑂

 𝑉
𝐻 = 𝑈


𝐼𝑛

𝑂

 𝑉𝐻𝑉


𝐷𝑟 𝑂

𝑂 𝑂𝑛−𝑟

 𝑉𝐻，令 𝑈̃ = 𝑈


𝐼𝑛

𝑂

 𝑉𝐻 , 𝑃 =

𝑉


𝐷𝑟 𝑂

𝑂 𝑂𝑛−𝑟

 𝑉𝐻，则 𝑃正交相似于半正定矩阵


𝐷𝑟 𝑂

𝑂 𝑂𝑛−𝑟

，进而半正定，𝑈̃𝐻𝑈̃ = 𝑈𝐻
[
𝐼𝑛 𝑂

]
𝑉𝑉𝐻


𝐼𝑛

𝑂

 𝑈 =

𝐼𝑛。对于可逆的 𝐴，有 𝑚 = 𝑛 = 𝑟，对应 𝐷𝑟 是可逆的对角矩阵，故 𝑃正定。又由于 𝐴𝐻𝐴 = 𝑃𝐻𝑈𝐻𝑈𝑃 = 𝑃𝑃2 正

定，由正定矩阵平方根的唯一性可知 𝑃唯一。

对 𝑚 ≤ 𝑛，考虑其转置的极分解，将其转置即得到左极分解。
例题 9.6若 𝑛阶方阵 𝐴的极分解唯一，证明：𝐴可逆。

证明 考虑证明其逆否命题。若不可逆矩阵 𝐴的极分解中 𝑃正定，则 𝑃可逆，进而 𝐴可逆，矛盾，故 𝑃可酉相

似于 diag(𝑠1, . . . , 𝑠𝑛−1, 0)，记过渡矩阵为 𝑄，令 𝑈̃ = 𝑈𝑄𝐻 diag(𝐼𝑛−1,−1)𝑄，则 𝑈̃ 仍为酉矩阵，且 𝐴 = 𝑈𝑃 = 𝑈̃𝑃。

因此，𝐴的极分解不唯一。

例题 9.7证明：𝐴规范当且仅当 𝐴存在一组极分解 𝐴 = 𝑈𝑃满足𝑈𝑃 = 𝑃𝑈。

证明 必要性：规范矩阵可以酉对角化，设 𝐴 = 𝑈Λ𝑈𝐻 ,Λ = diag(𝑟1𝑒
𝑖 𝜃1 , . . . , 𝑟𝑛𝑒

𝑖 𝜃𝑛 ), 𝑅 = diag(𝑟1, . . . , 𝑟𝑛),Θ =
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9.4 其他内容

diag(𝑒𝑖 𝜃1 , . . . , 𝑒𝑖 𝜃𝑛 )，则 Λ = 𝑅Θ = Θ𝑅，且 𝑅 为半正定矩阵，Θ 为酉矩阵。此时 𝐴 = 𝑈𝑅𝑈𝐻𝑈Θ𝑈𝐻，记 𝑃 =

𝑈𝑅𝑈𝐻 ,𝑈1 = 𝑈Θ𝑈𝐻，则 𝐴 = 𝑈1𝑃 = 𝑃𝑈1符合要求。

充分性：设 𝐴 = 𝑈𝑃 = 𝑃𝑈，则 𝐴𝐴𝐻 = 𝑈𝑃𝑃𝐻𝑈𝐻 = 𝑃𝑈𝑈𝐻𝑃𝐻 = 𝑃2, 𝐴𝐻𝐴 = 𝑈𝑃2𝑈𝐻 = 𝑃𝑈𝑈𝐻𝑃 = 𝑃2，故

𝐴𝐴𝐻 = 𝐴𝐻𝐴，即 𝐴规范。

9.4 其他内容

例题 9.8设R𝑛 [𝑥]是所有次数不超过 𝑛的实系数多项式构成的线性空间，内积为 ⟨ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)⟩ =
ˆ 1

−1
𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) d𝑥。令

𝑃0 (𝑥) = 1, 𝑃𝑛 (𝑥) =
1

2𝑛𝑛!
d𝑛

d𝑥𝑛
(
(𝑥2 − 1)𝑛

)
，证明：{𝑃0 (𝑥), 𝑃1 (𝑥), . . . , 𝑃𝑛 (𝑥)}是 R𝑛 [𝑥]的正交基。称 𝑃𝑛 (𝑥)为 Legendre

多项式。

证明 𝑃𝑛 (𝑥) 是一个 2𝑛次多项式 𝑓𝑛 (𝑥) = (𝑥 − 1)𝑛 (𝑥 + 1)𝑛 的 𝑛阶导数，其次数为 𝑛，故 {𝑃0 (𝑥), 𝑃1 (𝑥), . . . , 𝑃𝑛 (𝑥)}
线性无关，构成 R𝑛 [𝑥] 的基。显然 ∀0 ≤ 𝑘 < 𝑛, 𝑓 (𝑘 )𝑛 (1) = 𝑓 (𝑘 )𝑛 (−1) = 0。以下证明 𝑃𝑛 (𝑥) 与任意次数小于 𝑛的多

项式 𝑄(𝑥) 正交，记 𝐶𝑛 =
1

2𝑛𝑛!
：

𝐶𝑛⟨𝑃𝑛 (𝑥), 𝑄(𝑥)⟩ =
ˆ 1

−1
𝑓 (𝑛)𝑛 (𝑥)𝑄(𝑥) d𝑥 =

ˆ 1

−1
𝑄(𝑥) d 𝑓 (𝑛−1)

𝑛 (𝑥) = 𝑓 (𝑛−1)
𝑛 (𝑥)𝑄(𝑥)

���1
−1
−
ˆ 1

−1
𝑓 (𝑛−1)
𝑛 (𝑥)𝑄 (1) (𝑥) d𝑥

= −
ˆ 1

−1
𝑓 (𝑛−1)
𝑛 (𝑥)𝑄 (1) (𝑥) d𝑥 = −

ˆ 1

−1
𝑄 (1) (𝑥) d 𝑓 (𝑛−2)

𝑛 (𝑥) = − 𝑓 (𝑛−1)
𝑛 (𝑥)𝑄(𝑥)

���1
−1
+
ˆ 1

−1
𝑓 (𝑛−2)
𝑛 (𝑥)𝑄 (2) (𝑥) d𝑥

= · · · = (−1)𝑛
ˆ 1

−1
𝑓𝑛 (𝑥)𝑄 (𝑛) (𝑥) d𝑥 = 0

故 {𝑃0 (𝑥), 𝑃1 (𝑥), . . . , 𝑃𝑛 (𝑥)}是 R𝑛 [𝑥] 的正交基。

例题 9.9设 R𝑛 [𝑥] 是所有次数不超过 𝑛的实系数多项式构成的线性空间，内积为 ⟨ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)⟩ =
ˆ 1

−1

𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥)
√

1 − 𝑥2
d𝑥。

令 𝑇0 (𝑥) = 1, 𝑇𝑛 (𝑥) = cos(𝑛 arccos 𝑥)，证明：{𝑇0 (𝑥), 𝑇1 (𝑥), . . . , 𝑇𝑛 (𝑥)}是 R𝑛 [𝑥]的正交基。称 𝑇𝑛 (𝑥)为 Chebyshev多

项式。

证明 由 cos((𝑛 + 1)𝜃) + cos((𝑛 − 1)𝜃) = 2 cos(𝑛𝜃) cos 𝜃 可知 𝑇𝑛 (𝑥) 满足递推关系 𝑇𝑛+1 (𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛 (𝑥) − 𝑇𝑛−1 (𝑥)，又
𝑇0 (𝑥) = 1, 𝑇1 (𝑥) = 𝑥有 𝑇𝑛 (𝑥)的次数为 𝑛，故 {𝑇0 (𝑥), 𝑇1 (𝑥), . . . , 𝑇𝑛 (𝑥)}线性无关，构成 R𝑛 [𝑥] 的基。以下证明其正
交性：∀𝑚 ≠ 𝑛，

⟨𝑇𝑛 (𝑥), 𝑇𝑚 (𝑥)⟩ =
ˆ 1

−1

𝑇𝑛 (𝑥)𝑇𝑚 (𝑥)√
1 − 𝑥2

d𝑥 𝑥=cos 𝜃
==============
d𝑥=− sin 𝜃 d𝜃

=
ˆ 0

𝜋

cos(𝑛𝜃) cos(𝑚𝜃)
sin 𝜃

(− sin 𝜃) d𝜃

=
ˆ 𝜋

0
cos(𝑛𝜃) cos(𝑚𝜃) d𝜃 = 1

2

ˆ 𝜋

0
[cos((𝑛 − 𝑚)𝜃) + cos((𝑛 + 𝑚)𝜃)] d𝜃 = 0

故 {𝑇0 (𝑥), 𝑇1 (𝑥), . . . , 𝑇𝑛 (𝑥)}是 R𝑛 [𝑥] 的正交基。
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第十章 期末复习

10.1 线性变换与矩阵的相似

首先回顾一些比较重要的算法和性质。

命题 10.1

♠

A 是 𝑛维线性空间 𝑉 上的线性映射，在基 {𝛼1, · · · , 𝛼𝑛}下矩阵为 𝐴，𝑃是可逆矩阵，𝛽𝑖 = 𝑃𝛼𝑖，则 A 在

基 {𝛽1, · · · , 𝛽𝑛}下矩阵是 𝑃−1𝐴𝑃。

算法 10.2 (特征值与特征向量的计算)

♡

对 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛，可以通过以下步骤计算其特征值与特征向量：

1. 计算特征多项式 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆 − 𝜆1)𝑛1 (𝜆 − 𝜆2)𝑛2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑠)𝑛𝑠 ,
𝑠∑
𝑖=1
𝜆𝑖 = 𝑛，这是关于 𝜆的一

个 𝑛次多项式，从而有 𝑛个根；

2. 令 𝑝𝐴(𝜆) = 0，得到特征值 𝜆1(𝑛1重)，𝜆2(𝑛2重)· · · 𝜆𝑠(𝑛𝑠 重)，这些是 𝐴的特征值；

3. 对每一个 𝜆𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠)，求出线性方程组 (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0的非零解，即为 𝜆𝑖 的特征向量；

命题 10.3 (特征值的性质)

♠

若 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥 是对应特征向量， 𝑓 (𝜆) 是多项式，则 𝑓 (𝜆) 是 𝑓 (𝐴) 的特征值，𝑥 是 𝑓 (𝐴) 的
对应特征向量；

若 𝜆 ≠ 0是 𝐴的特征值，𝑥是对应特征向量，则 𝜆−1是 𝐴−1的特征值，𝑥是对应的特征向量；

若 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥是对应特征向量，则 𝜆是 𝐴⊤ 的特征值，但 𝑥不一定是对应特征向量；

若 𝜆是正交矩阵 𝐴的特征值，则 |𝜆 | = 1；

若 𝜆是实矩阵 𝐴的特征值，且 𝐴 = 𝐴⊤，则 𝜆是实数，且存在正交矩阵 𝑃，使得 𝑃−1𝐴𝑃是对角矩阵；

若 𝜆是实矩阵 𝐴的特征值，且 𝐴 = −𝐴⊤，则 𝜆是纯虚数或零。

定理 10.4

♡

特征值是相似不变量，即若 𝐴, 𝐵相似，则 𝐴, 𝐵有相同的特征值；

若 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛 是 𝐴的全部特征值，则 tr 𝐴 =
𝑛∑
𝑖=1
𝜆𝑖 , det 𝐴 =

𝑛∏
𝑖=1
𝜆𝑖；

可对角化矩阵 𝐴, 𝐵乘法可交换当且仅当 𝐴, 𝐵可以同时相似对角化。

不是所有方阵都可以对角化，这里给出一些可对角化的充分条件：

命题 10.5

♠

若 𝑛阶方阵 𝐴有 𝑛个不同的特征值，则 𝐴可对角化；

若方阵 𝐴的所有特征值的代数重数等于几何重数，则 𝐴可对角化；

若 𝑛阶方阵 𝐴的所有特征值的几何重数等于 𝑛，则 𝐴可对角化；

若 𝐴的某个零化多项式没有重根，则 𝐴可对角化。

例题 10.1判断以下命题是否正确，若正确，给出证明；若错误，给出反例。
1. 若 (𝐴 − 𝐼)2 = 𝑂, 𝐴1 = 1，其中 1 = (1, 1, · · · , 1)⊤，则 𝐴 = 𝐼；

2. 若 𝐴每行元素之和为 2，则 𝐴5每行元素之和为 32。

解



10.2 正交变换与内积空间

1. 错误。反例：𝐴 =


2 −1

1 0

；
2. 正确。𝐴每行元素之和为 2，则 𝐴1 = 21，因此 2是 𝐴的特征值，故 25 = 32是 𝐴5的特征值，因此 𝐴51 = 321，

即 𝐴5每行元素之和为 32。

例题 10.2证明：𝑁 =



1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
...

1 1 · · · 1

𝑛×𝑛
与 𝐴 =



𝑛 0 · · · 0

𝑛 − 1 0 · · · 0
...

...
...

1 0 · · · 0


相似。

证明 显然 𝑁, 𝑁 − 𝑛𝐼 是奇异矩阵，故 0, 𝑛是 𝑁 的特征值，且 dim ker 𝑁 = 𝑛 − 1, dim ker(𝑁 − 𝑛𝐼) = 1，故特征值 0

的几何重数是 𝑛 − 1，特征值 𝑛的几何重数是 1，因此 𝑁 可对角化，相似标准形是 𝑛𝐸11。

同理对 𝐴，0是几何重数为 𝑛 − 1的特征值，𝑛是几何重数为 1的特征值，故 𝐴可对角化，相似标准形也是

𝑛𝐸11，故 𝐴, 𝑁 相似。

例题 10.3假设 𝑒1 = (1, 0, 0)⊤, 𝑒2 = (0, 1, 0)⊤, 𝑒3 = (0, 0, 1)⊤, 𝛽1 = (−1, 0, 1)⊤, 𝛽2 = (0, 1, 1)⊤, 𝛽3 = (2,−1,−2)⊤;𝑀1 =

{𝑒1, 𝑒2, 𝑒3}, 𝑀2 = {𝛽1, 𝛽2, 𝛽3} 是 R3 的两组基。设 𝜎 是 R3 上的一个线性变换，且 𝜎(𝛽1) = (1, 0,−3)⊤, 𝜎(𝛽2) =
(0,−1,−1)⊤, 𝜎(𝛽3) = (−5,−1, 0)⊤。分别求出 𝜎在 𝑀1, 𝑀2下的矩阵 𝑇1, 𝑇2。

解 𝜎(𝛽1) = (1, 0,−3)⊤ = −5𝛽1 − 2𝛽2 − 2𝛽3, 𝜎(𝛽2) = (0,−1,−1)⊤ = −𝛽2, 𝜎(𝛽3) = (−5,−1, 0)⊤ = −3𝛽1 − 5𝛽2 − 4𝛽3。

⇒ 𝜎(𝛽1, 𝛽2, 𝛽3) = (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3)


−5 0 −3

−2 −1 −5

−2 0 −4

 ⇒ 𝑇2 =


−5 0 −3

−2 −1 −5

−2 0 −4

。记 𝐵 = (𝛽1, 𝛽2, 𝛽3)，则

𝜎(𝑒1, 𝑒2, 𝑒3) = 𝜎((𝛽1, 𝛽2, 𝛽3)𝐵−1) = (𝜎(𝛽1), 𝜎(𝛽2), 𝜎(𝛽3))𝐵−1 = 𝐵𝑇2𝐵
−1 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3)𝐵𝑇2𝐵

−1

⇒ 𝑇1 = 𝐵𝑇2𝐵
−1 =


−4 3 −3

−2 1 −2

−4 6 −7


例题 10.4 𝐴是 𝑛阶实对称矩阵，且 𝐴2 + 3𝐴 + 2𝐼 = 0。

(1)给出 𝐴的所有可能的互异特征值。

(2)若 𝑛是奇数，证明 𝐴的伴随矩阵 𝐴∗正定。

证明 (1)𝐴的特征值是方程 𝜆2 + 3𝜆 + 2 = 0的根，即 𝜆1 = −1, 𝜆2 = −2。

(2)由 𝐴对称有 𝐴−1对称，𝐴−1的全部可能特征值为 −1,−1
2
均为负数，故 𝐴−1 ≺ 0。

又 𝑛是奇数，有 det 𝐴 < 0，因此 𝐴∗ = det 𝐴 · 𝐴−1 ≻ 0。

10.2 正交变换与内积空间

定义 10.6

♣

K = R 𝑜𝑟 C，𝑋 是 K上线性空间，若函数 ∥ · ∥ : 𝑋 → R满足：

正定性：∥𝑥∥ ≥ 0,∀𝑥 ∈ 𝑋，且 ∥𝑥∥ = 0当且仅当 𝑥 = 0；

齐次性：∥𝛼𝑥∥ = |𝛼 | · ∥𝑥∥,∀𝑥 ∈ 𝑋, 𝛼 ∈ K；
三角不等式：∥𝑥 + 𝑦∥ ≤ ∥𝑥∥ + ∥𝑦∥,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋。

则称 ∥ · ∥ 是 𝑋 上的一个范数，(𝑋, ∥ · ∥) 称为赋范空间。𝑑 (𝑥, 𝑦) := ∥𝑥 − 𝑦∥ 是 𝑋 上的一个度量，称为典则

度量。
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定义 10.7

♣

𝑋 是 K上线性空间，若函数 ⟨·, ·⟩ : 𝑋 × 𝑋 → K满足：

对第一变元线性：⟨𝛼𝑥 + 𝛽𝑦, 𝑧⟩ = 𝛼⟨𝑥, 𝑧⟩ + 𝛽⟨𝑦, 𝑧⟩,∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝛼, 𝛽 ∈ K；
对第二变元共轭线性：⟨𝑥, 𝛼𝑦 + 𝛽𝑧⟩ = 𝛼⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝛽⟨𝑥, 𝑧⟩,∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑋, 𝛼, 𝛽 ∈ K；
共轭对称：⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋；
正定性：⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0,∀𝑥 ∈ 𝑋，且 ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0当且仅当 𝑥 = 0。

则称 ⟨·, ·⟩是 𝑋 上的一个内积，(𝑋, ⟨·, ·⟩)称为内积空间。∥𝑥∥ :=
√
⟨𝑥, 𝑥⟩是 𝑋 上的一个范数，称为由内积诱

导的范数。

引理 10.8 (Cauchy-Schwarz)

♡
𝑋 是内积空间，对任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，有 |⟨𝑥, 𝑦⟩| ≤ ∥𝑥∥ · ∥𝑦∥，等号成立当且仅当 𝑥, 𝑦线性相关。

定义 10.9

♣

𝑋 是内积空间，若对 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，有 ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0，则称 𝑥, 𝑦正交，记作 𝑥 ⊥ 𝑦。
对 𝑀 ⊂ 𝑋，若 ∀𝑦 ∈ 𝑀, 𝑥 ⊥ 𝑦，则称 𝑥正交于 𝑀，记作 𝑥 ⊥ 𝑀。
𝑀⊥ := {𝑥 ∈ 𝑋 |𝑥 ⊥ 𝑀}称为 𝑀 的正交补。此时若 𝑀 是 𝑋 的子空间，有 𝑋 = 𝑀 ⊕ 𝑀⊥。

命题 10.10

♠

(极化恒等式 over R) (𝑋, ⟨·, ·⟩) 是实内积空间，则 ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4
(∥𝑥 + 𝑦∥2 − ∥𝑥 − 𝑦∥2)

(极化恒等式 over C) (𝑋, ⟨·, ·⟩)是复内积空间，则 ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4
(∥𝑥 + 𝑦∥2 + 𝑖∥𝑥 + 𝑖𝑦∥2 − ∥𝑥 − 𝑦∥2 − 𝑖∥𝑥 − 𝑖𝑦∥2)

(平行四边形法则) (𝑋, ∥ · ∥) 是赋范空间，则 ∥𝑥 + 𝑦∥2 + ∥𝑥 − 𝑦∥2 = 2(∥𝑥∥2 + ∥𝑦∥2)
(勾股定理) (𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，则 𝑥 ⊥ 𝑦 ⇔ ∥𝑥 + 𝑦∥2 = ∥𝑥∥2 + ∥𝑦∥2

定义 10.11

♣

(𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝛼1, · · · , 𝛼𝑛 是 𝑋 的一组基，则 𝐺 = (⟨𝛼𝑖 , 𝛼 𝑗⟩)𝑛×𝑛 称为基 𝛼1, · · · , 𝛼𝑛 的 Gram矩阵，

𝐺 ≻ 0。对 𝛼 = (𝛼1, · · · , 𝛼𝑛)𝑥, 𝛽 = (𝛼1, · · · , 𝛼𝑛)𝑦，有 ⟨𝛼, 𝛽⟩ = 𝑥⊤𝐺𝑦。

命题 10.12

♠

(𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝛼1, · · · , 𝛼𝑛; 𝛽1, · · · , 𝛽𝑛 分别是 𝑋 的一组基，𝐺1 是基 𝛼1, · · · , 𝛼𝑛 的 Gram矩阵，𝐺2

是基 𝛽1, · · · , 𝛽𝑛 的 Gram矩阵，若可逆矩阵 𝑃使得 (𝛽1, · · · , 𝛽𝑛) = (𝛼1, · · · , 𝛼𝑛)𝑃，使得 𝐺2 = 𝑃⊤𝐺1𝑃。

定义 10.13

♣
(𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝑒1, · · · , 𝑒𝑛 是 𝑋 的一组基，若 ⟨𝑒𝑖 , 𝑒 𝑗⟩ = 𝛿𝑖 𝑗，则称 𝑒1, · · · , 𝑒𝑛 是 𝑋 的标准正交基。

算法 10.14 (Gram-Schmidt正交化)
(𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝛼1, · · · , 𝛼𝑛 是 𝑋 的一组基，对 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛，令

𝛽1 = 𝛼1, 𝑢1 =
𝛽1

∥𝛽1∥

𝛽2 = 𝛼2 − ⟨𝛼2, 𝑢1⟩𝑢1, 𝑢2 =
𝛽2

∥𝛽2∥

𝛽3 = 𝛼3 − ⟨𝛼3, 𝑢1⟩𝑢1 − ⟨𝛼3, 𝑢2⟩𝑢2, 𝑢3 =
𝛽3

∥𝛽3∥
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♡

...

𝛽𝑛 = 𝛼𝑛 −
𝑛−1∑
𝑗=1
⟨𝛼𝑛, 𝑢 𝑗⟩𝑢 𝑗 , 𝑢𝑛 =

𝛽𝑛
∥𝛽𝑛∥

则 𝑢1, · · · , 𝑢𝑛 是 𝑋 的一组标准正交基。

定义 10.15

♣

(𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝑇 : 𝑋 → 𝑋 是线性变换，

若对 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，有 ⟨𝑇𝑥, 𝑇𝑦⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩，则称 𝑇 是 𝑋 上的正交变换。

若对 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，有 ⟨𝑥, 𝑇 𝑦⟩ = ⟨𝑇𝑥, 𝑦⟩，则称 𝑇 是 𝑋 上的对称变换。

命题 10.16

♠

(𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝑇 : 𝑋 → 𝑋 是线性变换，则以下各条性质等价：

𝑇 是正交变换；

𝑇 保范数：∥𝑇𝑥∥ = ∥𝑥∥,∀𝑥 ∈ 𝑋；
𝑇 把标准正交基映成标准正交基；

𝑇 在某一组基下的矩阵是正交矩阵。

命题 10.17

♠

实对称阵具有以下性质：

实对称阵的特征值是实数；

实对称阵的特征向量对应于不同特征值的特征向量是正交的；

实对称阵可以正交对角化。

例题 10.5判断以下命题是否正确，若正确，给出证明；若错误，给出反例。
1. 设 𝑉 = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2 |𝑎0, 𝑎1, 𝑎2 ∈ R}，则 ⟨ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)⟩ = 𝑓 (0)𝑔(0) 定义了 𝑉 上的一个内积；

2. 设 {𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛}是内积空间 𝑋 的一组基，𝑥与 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛−1都正交，则 𝑥与 𝑎𝑛 线性相关。

解

1. 错误。不满足正定性。

2. 错误。反例：𝑋 = R2, ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥⊤𝑦, 𝑎1 = (1, 0)⊤, 𝑎2 = (1, 1)⊤, 𝑥 = (0, 1)⊤。
例题 10.6设 𝑉 = 𝑓 (𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥

2为次数不超过 2的实系数多项式构成的线性空间。

(1)证明：⟨ 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥)⟩ = 𝑓 (0)𝑔(0) + 𝑓 (1)𝑔(1) + 𝑓 (2)𝑔(2)定义了 𝑉 上的一个内积.

(2)应用 Schmidt正交化方法将向量值 1, 𝑥改造成相对 (1)中所定义内积的标准正交向量组.

解 (1)只验证正定性。⟨ 𝑓 (𝑥), 𝑓 (𝑥)⟩ = 𝑓 (0)2 + 𝑓 (1)2 + 𝑓 (2)2 ≥ 0，取等当且仅当


𝑎0 = 0

𝑎1 + 𝑎1 + 𝑎2 = 0

𝑎0 + 2𝑎1 + 4𝑎2 = 0

⇔ 𝑓 = 0。

(2) 𝑓1 = 1, 𝑓2 = 𝑥; 𝑢1 =
𝑓1
∥ 𝑓1∥

=

√
3

3
, 𝛽2 = 𝑓2 − ⟨ 𝑓2, 𝑢1⟩𝑢1 = 𝑥 − 1, 𝑢2 =

𝛽2

∥𝛽2∥
=

√
2

2
(𝑥 − 1)。

例题 10.7 (𝑋, ⟨·, ·⟩) 是内积空间，𝛼1, · · · , 𝛼𝑠 ∈ 𝑋, 𝐴 = (⟨𝛼𝑖 , 𝛼 𝑗⟩)𝑠×𝑠。证明：rank 𝐴 = rank(𝛼1, · · · , 𝛼𝑠)
证明 设 𝐴𝑖 是 𝐴的第 𝑖列，{𝛼1, · · · , 𝛼𝑟 }是 {𝛼1, · · · , 𝛼𝑠}的极大线性无关组，先证明 𝐴1, · · · , 𝐴𝑟 线性无关。
若

𝑟∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝐴𝑖 = 0，则 ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑠,

𝑟∑
𝑖=1
𝜆𝑖 ⟨𝛼𝑘 , 𝛼𝑖⟩ = 0⇒ ∀1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑠, ⟨𝛼𝑘 ,

𝑟∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖⟩ = 0
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⇒ ⟨
𝑟∑

𝑘=1
𝜆𝑘𝛼𝑘 ,

𝑟∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖⟩ = 0⇒

𝑟∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖 = 0⇒ 𝜆𝑖 = 0,∀1 ≤ 𝜆 ≤ 𝑟。因此 𝐴1, · · · , 𝐴𝑟 确实线性无关。

对其他的 𝐴𝑘，设 𝛼𝑘 =
𝑟∑
𝑖=1
𝜇𝑖𝛼𝑖，则 𝐴𝑘 =



⟨𝛼1, 𝛼𝑘⟩
⟨𝛼2, 𝛼𝑘⟩

...

⟨𝛼𝑠 , 𝛼𝑘⟩


=



⟨𝛼1,
∑𝑟

𝑖=1 𝜇𝑖𝛼𝑖⟩
⟨𝛼2,

∑𝑟
𝑖=1 𝜇𝑖𝛼𝑖⟩
...

⟨𝛼𝑠 ,
∑𝑟

𝑖=1 𝜇𝑖𝛼𝑖⟩


=

𝑟∑
𝑖=1
𝜇𝑖



⟨𝛼1, 𝛼𝑖⟩
⟨𝛼2, 𝛼𝑖⟩

...

⟨𝛼𝑠 , 𝛼𝑖⟩


=

𝑟∑
𝑖=1
𝜇𝑖𝐴𝑖，

故 rank 𝐴 = 𝑟 = rank(𝛼1, · · · , 𝛼𝑠)。

�
笔记以下是一个典型错误解答。请思考错误原因：𝐴 =


𝛼⊤1
...

𝛼⊤𝑠


[
𝛼1 · · · 𝛼𝑠

]
:= 𝑃⊤𝑃，由 rank(𝑃⊤𝑃) = rank 𝑃即得。

例题 10.8已知三阶实对称矩阵 𝐴的特征值为 1, 2, 3，并且有 𝛼1 = (−1,−1, 1)⊤, 𝛼2 = (1,−2,−1)⊤ 分别为属于特征
值 1和 2的特征向量.

(1)求 𝐴的属于特征值 3的特征向量的全体，

(2)求矩阵 𝐴。

解 (1)𝐴实对称⇒ 𝐴属于不同特征值的特征向量相互正交，故 𝑉3 ∪ {0} = (span(𝛼1) ⊕ span(𝛼2))⊥ = 𝑡 (1, 0, 1)⊤。
𝑉3 = 𝑡 (1, 0, 1)⊤, 𝑡 ≠ 0。

(2)把 𝛼1, 𝛼2, 𝛼3 = (1, 0, 1)⊤归一化，得到 𝑒1 =

(
−
√

3
3
,−
√

3
3
,

√
3

3

)⊤
, 𝑒2 =

(√
6

6
,−
√

6
3
,−
√

6
6

)⊤
, 𝑒3 =

(√
2

2
, 0,
√

2
2

)⊤

𝑃 = (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3)满足 𝑃−1𝐴𝑃 =


1

2

3

 ⇒ 𝐴 = 𝑃


1

2

3

 𝑃
⊤ =


13
6 − 1

3
5
6

− 1
3

5
3

1
3

5
6

1
3

13
6

。

10.3 二次型与对称矩阵的相合

定义 10.18

♣

𝐴, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑛 是对称矩阵，若存在可逆矩阵 𝑃使得 𝐴 = 𝑃⊤𝐵𝑃，则称 𝐴, 𝐵相合。

相合是一种等价关系，即满足自反性、对称性、传递性。

�
笔记每一个二次型都和一个对称矩阵一一对应，由此可知矩阵的相合等价于对二次型换元。

类似于相抵/相似标准形，我们想找到相合关系中等价类的代表元，因此引入相合标准型的概念。

以下是几种求相合标准形的方法：

算法 10.19

♡

1. 正交相似/正交相合：𝐴是 𝑛阶实对称矩阵，可以正交相似对角化，即存在 𝑃是正交矩阵，𝑃𝑇 𝐴𝑃是

对角矩阵，此即为 𝐴的相合对角化；

2. 配方法 (对二次型操作)：若𝑄(𝑥)有含平方项，则直接配方即可，否则利用 𝑎𝑏 =
1
4
((𝑎+ 𝑏)2− (𝑎− 𝑏)2)

构造出平方项；

3. 初等变换：对

𝐴

𝐼

 进行成对的行初等变换与列初等变换，最终得到

𝑃⊤𝐴𝑃

𝑃

。
由于相合标准型中对角项系数并不唯一，因此我们可以进一步求出唯一的相合规范型。
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定理 10.20

♡

𝐴是对称矩阵，则存在可逆矩阵 𝑃使得 𝑃⊤𝐴𝑃 =


𝐼𝑟

−𝐼𝑠
𝑂

，其中 𝑟 + 𝑠 = rank 𝐴，𝑟 称为正惯性指数，𝑠

称为负惯性指数，𝑟 − 𝑠称为符号差，𝑟, 𝑠由 𝐴唯一确定。

在学习相合标准型之后，我们就可以对 R3中的曲面进行分类了，具体结论如下：

命题 10.21

♠

假设已经把二次曲面化为标准形式，则有：(以下假设 𝑎, 𝑏, 𝑐 > 0)

若标准形式为 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 + 𝑐𝑧2 = 1，则曲面为椭球面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 − 𝑐𝑧2 = 1，则曲面为单叶双曲面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦2 − 𝑐𝑧2 = 1，则曲面为双叶双曲面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 − 𝑐𝑧 = 0，则曲面为椭圆抛物面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦2 − 𝑐𝑧 = 0，则曲面为双曲抛物面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 − 𝑐𝑧2 = 0，则曲面为圆锥面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑦2 = 1，则曲面为椭圆圆柱面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦2 = 1，则曲面为双曲圆柱面；

若标准形式为 𝑎𝑥2 − 𝑏𝑦 = 0，则曲面为抛物圆柱面；

定义 10.22

♣

对 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴⊤ = 𝐴，

若 ∀0 ≠ 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥⊤𝐴𝑥 > 0，则称 𝐴是正定的，记作 𝐴 ≻ 0；

若 ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥⊤𝐴𝑥 ≥ 0，则称 𝐴是半正定的，记作 𝐴 ⪰ 0；

若 ∀0 ≠ 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥⊤𝐴𝑥 < 0，则称 𝐴是负定的，记作 𝐴 ≺ 0；

若 ∀𝑥 ∈ R𝑛, 𝑥⊤𝐴𝑥 ≥ 0，则称 𝐴是半负定的，记作 𝐴 ⪯ 0；

命题 10.23

♠

对 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴⊤ = 𝐴，以下命题等价：

𝐴是正定的；

𝐴的正惯性指数是 𝑛，负惯性指数是 0；

𝐴的特征值全是正的；

存在唯一的 𝐵 ≻ 0使得 𝐴 = 𝐵2；

存在可逆矩阵 𝑃使得 𝐴 = 𝑃⊤𝑃(相合与单位阵)；

𝐴的顺序主子式全为正。

命题 10.24
对 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛, 𝐴⊤ = 𝐴，以下命题等价：

𝐴是半正定的；

𝐴的正惯性指数是 𝑟 = rank 𝐴，负惯性指数是 0；

𝐴的特征值全是非负的；

存在 𝐵 ⪰ 0使得 𝐴 = 𝐵2 且 rank 𝐴 = rank 𝐵；
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♠

存在 𝑃使得 𝐴 = 𝑃⊤𝑃且 rank 𝐴 = rank 𝑃；

𝐴的所有主子式全为非负。

𝐴的所有 𝑘 阶主子式之和非负。

例题 10.9判断以下命题的正确性，若正确，给出证明；若错误，给出反例。

1. 设 𝐴 =


𝐴1 𝐵

𝐵⊤ 𝐴2

，其中 𝐴1, 𝐴2是方阵，若 𝐴正定，则 𝐴1, 𝐴2也正定；

2. 设 𝐴是 𝑛阶正定矩阵，𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑠 ∈ R𝑛，且 𝛼𝑖 ≠ 0, 𝛼⊤𝑖 𝐴𝛼 𝑗 = 0(𝑖 ≠ 𝑗)，则 𝛼1, 𝛼2, . . . , 𝛼𝑠 线性无关。

解

1. 正确。𝐴1的顺序主子式是 𝐴的顺序主子式的一部分，故 𝐴1正定。同理 𝐴2也正定。

2. 正确。若
𝑠∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖 = 0，则 0 =

(
𝑠∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖

)⊤
𝐴

(
𝑠∑
𝑖=1
𝜆𝑖𝛼𝑖

)
=

𝑠∑
𝑖=1
𝜆2
𝑖 𝛼
⊤
𝑖 𝐴𝛼𝑖，由 𝐴正定知 𝛼⊤𝑖 𝐴𝛼𝑖 > 0，故 𝜆𝑖 = 0,∀1 ≤

𝑖 ≤ 𝑠。
例题 10.10设实二次型 𝑄(𝑥) = 𝑥2

1 + 4𝑥2
2 + 𝑥2

3 − 4𝑥1𝑥2 − 8𝑥1𝑥3 − 4𝑥2𝑥3。

(1)利用正交变换把二次型化为标准型，并写出正交变换矩阵。

(2)判断 𝑄(𝑥) = −1在 R3中表示曲面的类型。

解 (1)二次型对应矩阵为 𝐴 =


1 2 −4

−2 4 −2

−4 −2 1

，
特征值和特征向量为 𝜆1 = 𝜆2 = 5, 𝜆 = −4; 𝑥1 = 𝑎(−1, 0, 1)⊤, 𝑥2 = 𝑏(−1, 2, 0)⊤, 𝑥3 = (2, 1, 2)⊤。

对 𝑥1, 𝑥2 作 G-S正交化，把 𝑥3归一化，得到 𝑒1 =

(
−
√

2
2
, 0,
√

2
2

)
, 𝑒2 =

(
−
√

2
6
,
2
√

2
3
,

√
2

6

)
, 𝑒3 =

(
2
3
,
1
3
,
2
3

)
。

⇒ 𝑃 =


−
√

2
2 −

√
2

6
2
3

0 2
√

2
3

1
3√

2
2

√
2

6
2
3

 使得 𝑃⊤𝐴𝑃 =


5

5

−4

。
因此经过正交变换 𝑥 = 𝑃𝑦后二次型化为标准型 𝑄̃(𝑦) = 5𝑦2

1 + 5𝑦2
2 − 4𝑦2

3。

(2)由 (1)知曲面为双叶双曲面。

例题 10.11 𝐴是 𝑛阶实对称矩阵且 det 𝐴 < 0，证明：∃𝑥 ∈ R𝑛 使得 𝑥⊤𝐴𝑥 < 0。

证明 对 𝐴作正交相似对角化使得 𝑃⊤𝐴𝑃 = diag(𝜆1, · · · , 𝜆𝑛)，由 det 𝐴 < 0有至少有一个 𝜆𝑖 < 0。

取 𝑥 = 𝑃𝑒𝑖 即有 𝑥⊤𝐴𝑥 = 𝜆𝑖 < 0。

例题 10.12 𝐴, 𝐵为 𝑛阶实对称矩阵，证明以下结论：

(1)若 𝐴正定，则存在可逆矩阵 𝑃使得 𝑃𝑇 𝐴𝑃 = 𝐼𝑛, 𝑃⊤𝐵𝑃为对角矩阵，且 𝑃⊤𝐵𝑃的对角元全是 det(𝜆𝐴−𝐵) = 0

的根。

*(2)若 𝐴, 𝐵均半正定，则存在可逆矩阵 𝐻 使得 𝐻⊤𝐴𝐻, 𝐻⊤𝐵𝐻 为对角矩阵。

证明 (1)由 𝐴正定有存在可逆矩阵 𝑄 使得 𝑄⊤𝐴𝑄 = 𝐼𝑛，且由 𝐵实对称有 𝑄⊤𝐵𝑄 是实对称矩阵，此时存在正交

矩阵 𝑆使得 𝑆⊤𝑄⊤𝐵𝑄𝑆 = diag(𝜆1, · · · , 𝜆𝑛)，且 𝑆⊤𝑄⊤𝐴𝑄𝑆 = 𝑆⊤𝐼𝑛𝑆 = 𝐼𝑛，故 𝑃 = 𝑄𝑆即为所求，且 det(𝜆𝑖𝐴 − 𝐵) =
det(𝜆𝑖 (𝑄⊤)−1𝑄−1 − 𝐵) = det𝑄⊤ det(𝜆𝑖 (𝑄⊤)−1𝑄−1 − 𝐵) det𝑄 · 1

det(𝑄𝑄⊤) = det(𝜆𝑖 𝐼 −𝑄⊤𝐵𝑄) ·
1

det(𝑄𝑄⊤) = 0。

(2)由 𝐴, 𝐵半正定有 𝐴 + 𝐵半正定，故存在可逆矩阵 𝑃使得 𝑃⊤ (𝐴 + 𝐵)𝑃 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

。设 𝑃⊤𝐴𝑃 =


𝐴1 𝐴2

𝐴⊤2 𝐴4

，
则 𝑃⊤𝐵𝑃 =


𝐼𝑟 − 𝐴1 −𝐴2

−𝐴⊤2 −𝐴4

，由于 𝑃⊤𝐴𝑃 ⪰ 0，有 𝐴4 ⪰ 0；同理 −𝐴4 ⪰ 0 ⇒ 𝐴4 = 𝑂。若 𝐴2 ≠ 𝑂，则存
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在 𝑢 ∈ R𝑟 , 𝑣 ∈ R𝑛−𝑟 , 𝑢⊤𝐴2𝑣 < 0，此时
[
𝑢⊤ 𝜆𝑣⊤

] 
𝐴1 𝐴2

𝐴⊤2 𝑂



𝑢

𝜆𝑣

 = 𝑢⊤𝐴1𝑢 + 2𝜆𝑢⊤𝐴2𝑣，取 𝜆 足够大，即有此时

[
𝑢⊤ 𝜆𝑣⊤

] 
𝐴1 𝐴2

𝐴⊤2 𝑂



𝑢

𝜆𝑣

 < 0与 𝑃⊤𝐴𝑃 ⪰ 0矛盾，故 𝐴2 = 𝑂。此时 𝑃⊤𝐴𝑃 =


𝐴1 𝑂

𝑂 𝑂

 , 𝑃⊤𝐵𝑃 =


𝐼𝑟 − 𝐴1 𝑂

𝑂 𝑂

。对于
对称矩阵 𝐴1，存在正交矩阵𝑄使得𝑄⊤𝐴1𝑄为对角矩阵，而𝑄⊤ (𝐼𝑟 −𝐴1)𝑄也是对角矩阵，因此取 𝐻 = 𝑃


𝑄 𝑂

𝑂 𝐼𝑛−𝑟


即可。
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