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1 线性方程组

1.1 唯一解，无解，无穷解问题

例 1.1 已知线性方程组


3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3 = 6

𝑥1 + 𝑎𝑥2 + 2𝑥3 = 9

2𝑥1 − 𝑥2 + 3𝑥3 = 3

有唯一解，则 𝑎应满足什么条件？

解答 
3 2 −1 6

1 𝑎 2 9

2 −1 3 3

 →

3 2 −1 6

7 𝑎 + 4 0 21

11 5 0 21

 →

3 2 −1 6

0 𝑎 + 9
11 0 ∗

11 5 0 21


因此有唯一解的条件是 𝑎 ≠ − 9
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例 1.2 已知线性方程组


𝜆𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 1

𝑥1 + 𝜆𝑥2 + 𝑥3 = 𝜆

𝑥1 + 𝑥2 + 𝜆𝑥3 = 𝜆2

有无穷多解，则 𝜆应满足什么条件？

解答 
𝜆 1 1 1

1 𝜆 1 𝜆

1 1 𝜆 𝜆2

 →

0 1 − 𝜆 1 − 𝜆2 1 − 𝜆3

0 𝜆 − 1 1 − 𝜆 𝜆 − 𝜆2

1 1 𝜆 𝜆2

 →

0 0 2 − 𝜆 − 𝜆2 1 + 𝜆 − 𝜆2 − 𝜆3

0 𝜆 − 1 1 − 𝜆 𝜆 − 𝜆2

1 1 𝜆 𝜆2


因此有无穷多解的条件是


2 − 𝜆 − 𝜆2 = 0

1 + 𝜆 − 𝜆2 − 𝜆3 = 0
，即 𝜆 = 1.

1.2 插值问题

例 1.3 ((Hermite插值)) 求三次多项式 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+𝑐𝑥+𝑑满足 𝑓 (0) = 2, 𝑓 ′ (0) = 2, 𝑓 (1) = 3, 𝑓 ′ (1) = 1。

解答易得 𝑓 ′ (𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐.

𝑑 = 2

𝑐 = 2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 3

3𝑎 + 2𝑏 + 𝑐 = 1

→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 1 1 1 3

3 2 1 0 1


→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 1 0 0 −1
3 2 0 0 −1


→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 1 0 0 −1
0 −1 0 0 2


→


0 0 0 1 2

0 0 1 0 2

1 0 0 0 1

0 1 0 0 −2


→


𝑎

𝑏

𝑐

𝑑


=


1

−2
2

2


, 𝑓 (𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥2 + 2𝑥 + 2

例 1.4 求二次多项式 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐满足 𝑓 (0) = 2, 𝑓 (1) = 1, 𝑓 ′
(
1

2

)
= 2.

解答易得 𝑓 ′ (𝑥) = 2𝑎𝑥 + 𝑏.
𝑐 = 2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 1

𝑎 + 𝑏 = 2

→


0 0 1 2

1 1 1 1

1 1 0 2

 →

0 0 1 2

0 0 0 −3
1 1 0 2


显然无解。
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例 1.5 求三次多项式 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 满足 𝑓 (0) = 2, 𝑓 (1) = 1, 𝑓 ′
(
1

2

)
= 2。

解答易得 𝑓 ′ (𝑥) = 3𝑎𝑥2 + 2𝑏𝑥 + 𝑐.
𝑑 = 2

𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑 = 1

3
4𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 2

→


0 0 0 1 2

1 1 1 1 1

3
4 1 1 0 2

 →

0 0 0 1 2

1 1 1 0 −1
3
4 1 1 0 2


→


0 0 0 1 2

1 1 1 0 −1
−1

4 0 0 0 3


因此解为 

𝑎

𝑏

𝑐

𝑑


=


−12

−𝑡 + 11

𝑡

2


, 𝑓 (𝑥) = −12𝑥3 + (−𝑡 + 11)𝑥2 + 𝑡𝑥 + 2, ∀𝑡 ∈ R.

2 行列式 (1)

2.1 定义法/降阶法/化为上三角

例 2.1 计算 det


1 0 1 −4
−1 −3 −4 −2
2 −1 4 4

2 3 −3 2


。

解答

det


1 0 1 −4
−1 −3 −4 −2
2 −1 4 4

2 3 −3 2


𝑟1→𝑟2

−2𝑟1→𝑟3===========
−2𝑟1→𝑟4

det


1 0 1 −4
0 −3 −3 −6
0 −1 2 12

0 3 −5 10


𝑟2↔𝑟3======== − det


1 0 1 −4
0 −1 2 12

0 −3 −3 −6
0 3 −5 10


−3𝑟2→𝑟3===========
3𝑟2→𝑟4

− det


1 0 1 −4
0 −1 2 12

0 0 −9 −42
0 0 1 46


= −1 · (−1) · det


−9 −42
1 46

 = −372

例 2.2 计算 det



0 0 0 1 0

0 0 3 2 0

0 5 4 0 0

9 8 7 6 0

13 12 11 0 10


。
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解答

det



0 0 0 1 0

0 0 3 2 0

0 5 4 0 0

9 8 7 6 0

13 12 11 0 10


第一行展开
============ (−1)1+4 det


0 0 3 0

0 5 4 0

9 8 7 0

13 12 11 10


第一行展开
============ −(−1)1+3 · 3 det


0 5 0

9 8 0

13 12 10


第一行展开
============ −(−1)1+2 · 15 det


9 0

13 10

 = 15 · 90 = 1350

例 2.3 计算 det



𝑥 𝑦

𝑥 𝑦

𝑥
. . .

. . . 𝑦

𝑦 𝑥

𝑛×𝑛
。

解答

det



𝑥 𝑦

𝑥 𝑦

𝑥
. . .

. . . 𝑦

𝑦 𝑥


第一列展开
============ 𝑥 · det



𝑥 𝑦

𝑥
. . .

. . . 𝑦

𝑥


+ (−1)𝑛+1𝑦 · det



𝑦

𝑥 𝑦

. . .
. . .

𝑥 𝑦


= 𝑥𝑛 + (−1)𝑛+1𝑦𝑛

注 有一定规律 (元素大量重复)矩阵化为上三角的重要结构:(1, 1, · · · , 1)

例 2.4 计算 det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4


解答

det


1 1 1 1

𝑎 𝑏 𝑐 𝑑

𝑎2 𝑏2 𝑐2 𝑑2

𝑎4 𝑏4 𝑐4 𝑑4


−𝑎𝑟1→𝑟2
−𝑎2𝑟1→𝑟3============
−𝑎4𝑟1→𝑟4

det


1 1 1 1

0 𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎 𝑑 − 𝑎

0 𝑏2 − 𝑎2 𝑐2 − 𝑎2 𝑑2 − 𝑎2

0 𝑏4 − 𝑎4 𝑐4 − 𝑎4 𝑑4 − 𝑎4


4



= det


𝑏 − 𝑎 𝑐 − 𝑎 𝑑 − 𝑎

𝑏2 − 𝑎2 𝑐2 − 𝑎2 𝑑2 − 𝑎2

𝑏4 − 𝑎4 𝑐4 − 𝑎4 𝑑4 − 𝑎4


= (𝑏 − 𝑎)(𝑐 − 𝑎) (𝑑 − 𝑎) det


1 1 1

𝑎 + 𝑏 𝑎 + 𝑐 𝑎 + 𝑑

(𝑎2 + 𝑏2)(𝑎 + 𝑏) (𝑎2 + 𝑐2)(𝑎 + 𝑐) (𝑎2 + 𝑑2)(𝑎 + 𝑑)


= (𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎) (𝑑 − 𝑎) det


1 1 1

0 𝑐 − 𝑏 𝑑 − 𝑏

0 (𝑎2 + 𝑐2)(𝑎 + 𝑐) − (𝑎2 + 𝑏2)(𝑎 + 𝑏) (𝑎2 + 𝑑2) (𝑎 + 𝑑) − (𝑎2 + 𝑏2)(𝑎 + 𝑏)


= (𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎) (𝑑 − 𝑎) det


𝑐 − 𝑏 𝑑 − 𝑏

(𝑐 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑐 + 𝑎𝑐) (𝑑 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑏2 + 𝑑2 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑑 + 𝑎𝑑)


= (𝑏 − 𝑎) (𝑐 − 𝑎) (𝑑 − 𝑎) (𝑐 − 𝑏) (𝑑 − 𝑏) (𝑑 − 𝑐)(𝑎 + 𝑏 + 𝑐 + 𝑑)

注 如果没有 (1, 1, · · · , 1)，一般先尝试逐行/逐列求和。

例 2.5 计算 det


1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


解答

det


1 1 1 0

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


= det


3 3 3 3

1 1 0 1

1 0 1 1

0 1 1 1


= 3 det


1 1 1 1

0 0 −1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0


𝑐2↔𝑐3=========
𝑐1↔𝑐4

3 det


1 1 1 1

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1


= −3

例 2.6 计算 det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥

𝑛×𝑛
解答

det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= det



𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎 · · · 𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎
𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎) det



1 1 · · · 1

0 𝑥 − 𝑎 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · 𝑥 − 𝑎


= (𝑥 + (𝑛 − 1)𝑎) (𝑥 − 𝑎)𝑛−1

5



2.2 加边

首先回忆这个典型：

例 2.7 计算 Δ = det



𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑑

𝑐 𝑑
...

. . .

𝑐 𝑑

𝑛×𝑛
解答若 𝑑 = 0，显然有 Δ = 0。

det



𝑎 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

𝑐 𝑑

𝑐 𝑑
...

. . .

𝑐 𝑑


− 𝑐

𝑑 𝑐𝑘→𝑐1
============
∀𝑘=2, · · · ,𝑛

det



𝑎 − 𝑏𝑐

𝑑
(𝑛 − 1) 𝑏 𝑏 · · · 𝑏

0 𝑑

0 𝑑
...

. . .

0 𝑑


= 𝑑𝑛−1

(
𝑎 − 𝑏𝑐

𝑑
(𝑛 − 1)

)
这启发了对前面一道例题的另外一种解法。

例 2.8 计算 det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥

𝑛×𝑛
解答

det



𝑥 𝑎 · · · 𝑎

𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= det



1 𝑎 𝑎 · · · 𝑎

0 𝑥 𝑎 · · · 𝑎

0 𝑎 𝑥 · · · 𝑎
...

...
...

...

0 𝑎 𝑎 · · · 𝑥


= det



1 𝑎 𝑎 · · · 𝑎

−1 𝑥 − 𝑎

−1 𝑥 − 𝑎
...

. . .

−1 𝑥 − 𝑎


= (𝑥 − 𝑎)𝑛

(
1 + 𝑎𝑛

𝑥 − 𝑎

)

显然，两种方法的结果是一致的。

注 如果出现大量重复元素，但是找不到 (1, 1, · · · , 1)时，可以尝试加边。

先介绍一个结论：
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命题 2.1 设准上三角形方阵 𝐴 = (𝐴𝑖 𝑗 )𝑘×𝑘 的每个对角块 𝐴𝑘𝑘 都是方阵，则有

det



𝐴11 𝐴12 · · · 𝐴1𝑘

𝑂 𝐴22 · · · 𝐴2𝑘

...
...

...

𝑂 𝑂 · · · 𝐴𝑘𝑘


=

𝑘∏
𝑗=1

det 𝐴 𝑗 𝑗

证明. 首先考虑 𝑘 = 2的情况，设

𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 =



𝑎11 · · · 𝑎1𝑟 𝑎1,𝑟+1 · · · 𝑎1𝑛
...

...
...

...

𝑎𝑟1 · · · 𝑎𝑟𝑟 𝑎𝑟 ,𝑟+1 · · · 𝑎𝑟𝑛

0 · · · 0 𝑎𝑟+1.𝑟+1 · · · 𝑎𝑟+1,𝑛
...

...
...

...

0 · · · 0 𝑎𝑛,𝑟+1 · · · 𝑎𝑛𝑛


考虑 det 𝐴的完全展开式中的非零项，若

𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝑖 ≠ 0，则必然有 ( 𝑗𝑟+1, 𝑗𝑟+2, · · · , 𝑗𝑛) 是 (𝑟 + 1, 𝑟 + 2, · · · , 𝑛)

的一个排列，进而 ( 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 ) 是 (1, 2, · · · , 𝑟) 的一个排列，故 𝜏( 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑛) = 𝜏( 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 ) +
𝜏( 𝑗𝑟+1, 𝑗𝑟+2, · · · , 𝑗𝑛)。因此，

det 𝐴 =
∑

1≤ 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑟 ≤𝑟
𝑟+1≤ 𝑗𝑟+1 , · · · , 𝑗𝑛≤𝑛

(−1)𝜏 ( 𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑟 )+𝜏 ( 𝑗𝑟+1 , 𝑗𝑟+2 , · · · , 𝑗𝑛 )
𝑛∏
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝑖

= ©­«
∑

1≤ 𝑗1 , · · · , 𝑗𝑟 ≤𝑟
(−1)𝜏 ( 𝑗1 , 𝑗2 , · · · , 𝑗𝑟 )

𝑟∏
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑗𝑖
ª®¬ ©­«

∑
𝑟+1≤ 𝑗𝑟+1 , · · · , 𝑗𝑛≤𝑛

(−1)𝜏 ( 𝑗𝑟+1 , 𝑗𝑟+2 , · · · , 𝑗𝑛 )
𝑛∏

𝑖=𝑟+1
𝑎𝑖 𝑗𝑖

ª®¬
= det 𝐴11 det 𝐴22

当 𝑘 ≥ 3时 𝐴可以分块成


𝐴11 𝐴12

𝑂 𝐵

，从而 det 𝐴 = det 𝐴11 det 𝐵。同理 𝐵可以继续分块，故有 det 𝐴 =

𝑘∏
𝑗=1

det 𝐴 𝑗 𝑗。

例 2.9 计算 det



1 + 𝑥1 1 + 𝑥21 · · · 1 + 𝑥𝑛1

1 + 𝑥2 1 + 𝑥22 · · · 1 + 𝑥𝑛2
...

...
...

1 + 𝑥𝑛 1 + 𝑥2𝑛 · · · 1 + 𝑥𝑛𝑛


解答

det



1 + 𝑥1 1 + 𝑥21 · · · 1 + 𝑥𝑛1

1 + 𝑥2 1 + 𝑥22 · · · 1 + 𝑥𝑛2
...

...
...

1 + 𝑥𝑛 1 + 𝑥2𝑛 · · · 1 + 𝑥𝑛𝑛


= det



1 0 0 · · · 0

1 1 + 𝑥1 1 + 𝑥21 · · · 1 + 𝑥𝑛1

1 1 + 𝑥2 1 + 𝑥22 · · · 1 + 𝑥𝑛2
...

...
...

...

1 1 + 𝑥𝑛 1 + 𝑥2𝑛 · · · 1 + 𝑥𝑛𝑛


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= det



1 −1 −1 · · · −1
1 𝑥1 𝑥21 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥22 · · · 𝑥𝑛2
...

...
...

...

1 𝑥𝑛 𝑥2𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


= det



−1 −1 −1 · · · −1
1 𝑥1 𝑥21 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥22 · · · 𝑥𝑛2
...

...
...

...

1 𝑥𝑛 𝑥2𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


+ det



2 0 0 · · · 0

1 𝑥1 𝑥21 · · · 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥22 · · · 𝑥𝑛2
...

...
...

...

1 𝑥𝑛 𝑥2𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


前者 −𝑐𝑖→𝑐𝑖−1==================

𝑖=𝑛+1, · · · ,2
det



−1 0 0 · · · 0

1 𝑥1 − 1 𝑥1 (𝑥1 − 1) · · · 𝑥𝑛−11 (𝑥1 − 1)
1 𝑥2 − 1 𝑥1 (𝑥2 − 1) · · · 𝑥𝑛−12 (𝑥1 − 1)
...

...
...

...

1 𝑥𝑛 − 1 𝑥𝑛 (𝑥1 − 1) · · · 𝑥𝑛−1𝑛 (𝑥1 − 1)


+ 2 det



𝑥1 𝑥21 · · · 𝑥𝑛1

𝑥2 𝑥22 · · · 𝑥𝑛2
...

...
...

𝑥𝑛 𝑥2𝑛 · · · 𝑥𝑛𝑛


= −

𝑛∏
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 1) det



1 𝑥1 · · · 𝑥𝑛−11

1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛−12
...

...
...

1 𝑥𝑛 · · · 𝑥𝑛−1𝑛


+ 2

𝑛∏
𝑖=1

𝑥𝑖 det



1 𝑥1 · · · 𝑥𝑛−11

1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛−12
...

...
...

1 𝑥𝑛 · · · 𝑥𝑛−1𝑛


=(2

𝑛∏
𝑖=1

𝑥𝑖 −
𝑛∏
𝑖=1

(𝑥𝑖 − 1))
∏

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
(𝑥 𝑗 − 𝑥𝑖)

最后一步使用到 Vandermonde行列式的性质。

除了加 (1, 1, · · · , 1) 之外，还有可能需要添加其他类型的边，这需要根据行列式的特殊性质来判断。

例 2.10 计算 det



1 3 3 · · · 3

3 2 3 · · · 3

3 3 3 · · · 3
...

...
...

...

3 3 3 · · · 𝑛


解答

det



1 3 3 · · · 3

3 2 3 · · · 3

3 3 3 · · · 3
...

...
...

...

3 3 3 · · · 𝑛


= det



1 3 3 3 · · · 3

0 1 3 3 · · · 3

0 3 2 3 · · · 3

0 3 3 3 · · · 3
...

...
...

...
...

0 3 3 3 · · · 𝑛


= det



1 3 3 3 · · · 3

−1 −2 0 0 · · · 0

−1 0 −1 0 · · · 0

−1 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
...

−1 0 0 0 · · · 𝑛 − 3



第四行展开
============ (−1) (−1)1+4 det



3 3 3 3 · · · 3 3

−2 0 0

0 −1 0

1

. . .

𝑛 − 4

𝑛 − 3


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命题2.1
========= det


3 3 3

−2 0 0

0 −1 0

 (𝑛 − 3)! = 6(𝑛 − 3)!

例 2.11 证明：det



𝑎11 + 𝑥1 𝑎12 + 𝑥2 · · · 𝑎1𝑛 + 𝑥𝑛

𝑎21 + 𝑥1 𝑎22 + 𝑥2 · · · 𝑎2𝑛 + 𝑥𝑛
...

...
...

𝑎𝑛1 + 𝑥1 𝑎𝑛2 + 𝑥2 · · · 𝑎𝑛𝑛 + 𝑥𝑛


= det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝐴𝑘 𝑗。

证明.

det



𝑎11 + 𝑥1 𝑎12 + 𝑥2 · · · 𝑎1𝑛 + 𝑥𝑛

𝑎21 + 𝑥1 𝑎22 + 𝑥2 · · · 𝑎2𝑛 + 𝑥𝑛
...

...
...

𝑎𝑛1 + 𝑥1 𝑎𝑛2 + 𝑥2 · · · 𝑎𝑛𝑛 + 𝑥𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 𝑎11 + 𝑥1 𝑎12 + 𝑥2 · · · 𝑎1𝑛 + 𝑥𝑛

0 𝑎21 + 𝑥1 𝑎22 + 𝑥2 · · · 𝑎2𝑛 + 𝑥𝑛
...

...
...

...

0 𝑎𝑛1 + 𝑥1 𝑎𝑛2 + 𝑥2 · · · 𝑎𝑛𝑛 + 𝑥𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

−1 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

−1 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...

−1 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

0 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...

0 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


+ det



0 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

−1 𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

−1 𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

...

−1 𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑛𝑛


第一行展开
============ det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 (−1) 𝑗+1+1 (−1) det


1 𝑎11 · · · 𝑎1, 𝑗−1 𝑎1, 𝑗+1 · · · 𝑎1𝑛
...

...
...

...
...

1 𝑎𝑛1 · · · 𝑎𝑛, 𝑗−1 𝑎𝑛, 𝑗+1 · · · 𝑎𝑛𝑛


第一列展开
============ det 𝐴 +

𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 (−1) 𝑗+3
𝑛∑

𝑘=1

(−1)1+𝑘𝑀𝑘 𝑗 = det 𝐴 +
𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗

𝑛∑
𝑘=1

(−1) 𝑗+𝑘+4𝐴𝑘 𝑗

= det 𝐴 +
𝑛∑
𝑗=1

𝑥 𝑗

𝑛∑
𝑘=1

𝐴𝑘 𝑗

例 2.12 计算 det



𝑎1 − 𝑏1 𝑎1 − 𝑏2 · · · 𝑎1 − 𝑏𝑛

𝑎2 − 𝑏1 𝑎2 − 𝑏2 · · · 𝑎2 − 𝑏𝑛
...

...
...

𝑎𝑛 − 𝑏1 𝑎𝑛 − 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛


解答 𝑛 = 1, 2时自行计算。𝑛 ≥ 3时

det



𝑎1 − 𝑏1 𝑎1 − 𝑏2 · · · 𝑎1 − 𝑏𝑛

𝑎2 − 𝑏1 𝑎2 − 𝑏2 · · · 𝑎2 − 𝑏𝑛
...

...
...

𝑎𝑛 − 𝑏1 𝑎𝑛 − 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛


= det



1 𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

0 𝑎1 − 𝑏1 𝑎1 − 𝑏2 · · · 𝑎1 − 𝑏𝑛

0 𝑎2 − 𝑏1 𝑎2 − 𝑏2 · · · 𝑎2 − 𝑏𝑛
...

...
...

...

0 𝑎𝑛 − 𝑏1 𝑎𝑛 − 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 − 𝑏𝑛


9



= det



1 𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

1 𝑎1 𝑎1 · · · 𝑎1

1 𝑎2 𝑎2 · · · 𝑎2
...

...
...

...

1 𝑎𝑛 𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛


第一列展开
============
第一项为 0

𝑛∑
𝑘=1

(−1)𝑘 det



𝑏1 · · · 𝑏𝑛

𝑎1 · · · 𝑎1
...

...

𝑎𝑘−1 · · · 𝑎𝑘−1

𝑎𝑘+1 · · · 𝑎𝑘+1
...

...

𝑎𝑛 · · · 𝑎𝑛



= 0

例 2.13 计算 det



1 + 𝑥21 𝑥1𝑥2 · · · 𝑥1𝑥𝑛

𝑥2𝑥1 1 + 𝑥22 · · · 𝑥2𝑥𝑛
...

...
...

𝑥𝑛𝑥1 𝑥𝑛𝑥2 · · · 1 + 𝑥2𝑛


解答

det



1 + 𝑥21 𝑥1𝑥2 · · · 𝑥1𝑥𝑛

𝑥2𝑥1 1 + 𝑥22 · · · 𝑥2𝑥𝑛
...

...
...

𝑥𝑛𝑥1 𝑥𝑛𝑥2 · · · 1 + 𝑥2𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 1 + 𝑥21 𝑥1𝑥2 · · · 𝑥1𝑥𝑛

0 𝑥2𝑥1 1 + 𝑥22 · · · 𝑥2𝑥𝑛
...

...
...

...

0 𝑥𝑛𝑥1 𝑥𝑛𝑥2 · · · 1 + 𝑥2𝑛


= det



1 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

−𝑥1 1

−𝑥2 1
...

. . .

−𝑥𝑛 1


= det



1 +
∑𝑛

𝑖=1 𝑥
2
𝑖 𝑥1 𝑥2 · · · 𝑥𝑛

0 1

0 1
...

. . .

0 1


= 1 +

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2𝑖
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