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1 补充：利用矩阵结构的求逆技巧

定理 1.1 (Schur补) 设 𝑀 =


𝐴 𝐵

𝐶 𝐷

，其中 𝐴和 𝐷均为方阵，且 𝐴可逆，定义 Schur补为 𝑆 = 𝐷 −𝐶𝐴−1𝐵，则

det𝑀 = det 𝐴 det 𝑆，且当 𝑆可逆时，𝑀 也可逆，其逆矩阵为

𝑀−1 =


𝐴−1 + 𝐴−1𝐵𝑆−1𝐶𝐴−1 −𝐴−1𝐵𝑆−1

−𝑆−1𝐶𝐴−1 𝑆−1


对 𝐷 可逆的情况亦然。

Schur补还有一个直接的推论

推论 若 𝐴 ∈ F𝑛×𝑚, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵) = 𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐵𝐴)。

证明.

det


𝜆𝐼𝑛 𝜆𝐴

𝐵 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑛 det


𝐼𝑛 𝐴

𝐵 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐵𝐴),



det


𝜆𝐼𝑛 𝜆𝐴

𝐵 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑚 det


𝜆𝐼𝑛 𝐴

𝐵 𝐼𝑚

 = 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝐵)

定理 1.2 (Sherman-Morrison秩 1修正) 设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 可逆，𝛼, 𝛽 ∈ F𝑛×1，则 𝐴 + 𝛼𝛽𝑇 可逆的充分必要条件是
1 + 𝛽𝑇 𝐴−1𝛼 ≠ 0，且此时

(𝐴 + 𝛼𝛽𝑇 )−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝛼𝛽𝑇 𝐴−1

1 + 𝛽𝑇 𝐴−1𝛼

定理 1.3 (Woodbury秩 k修正) 设 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛可逆，𝑈,𝑉 ∈ F𝑛×𝑘，则 𝐴+𝑈𝑉𝑇 可逆的充分必要条件是 𝐼𝑘 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈

可逆，且此时

(𝐴 +𝑈𝑉𝑇 )−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝑈 (𝐼𝑘 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈)−1𝑉𝑇 𝐴−1

进一步地，若 𝐶 ∈ F𝑘×𝑘 可逆，则 𝐴 +𝑈𝐶𝑉𝑇 可逆的充分必要条件是 𝐶−1 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈 可逆，且此时

(𝐴 +𝑈𝐶𝑉𝑇 )−1 = 𝐴−1 − 𝐴−1𝑈 (𝐶−1 +𝑉𝑇 𝐴−1𝑈)−1𝑉𝑇 𝐴−1

2 秩与相抵的基本概念

在开始之前，先回顾一些秩的定义和性质。

定义 2.1 设 𝐴至少有一个 𝑟 阶非零子式，且所有 𝑟 + 1阶子式均为零,则称 𝑟 为 𝐴的秩。当 𝐴 = 𝑂 时，𝐴不含

任何非零子式，定义其秩为 0。

还有一个等价的定义：

定义 2.2 对于 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚和 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得 𝑃𝐴𝑄 =


𝐼𝑟 0

0 0

。此时，称 𝑟 为 𝐴的秩。

显然 𝑚 × 𝑛矩阵 𝐴的非零子式的最高阶数 rank(𝐴) ≤ min{𝑚, 𝑛}．如果 𝑚 = 𝑛，当 rank(𝐴)达到最大值 𝑛时

称 𝐴为满秩方阵．𝐴是满秩方阵⇔ det 𝐴 ≠ 0↔ 𝐴可逆．当 rank 𝐴 = 𝑚 < 𝑛时，称 𝐴为行满秩矩阵，它的行

向量组线性无关．当 rank 𝐴 = 𝑛 < 𝑚时。称 𝐴为列满秩矩阵，它的列向量组线性无关。以下给出相抵的定义：

定义 2.3 设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，若 𝐴可通过有限次初等变换变为 𝐵，则称 𝐴与 𝐵相抵。

定理 2.1 设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝐴 与 𝐵 相抵的充分必要条件是存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚 和 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛，使得

𝐵 = 𝑃𝐴𝑄。

矩阵的相抵是一个等价关系，因此其满足以下性质：

命题 2.2 设 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ F𝑚×𝑛，则

1. 反身性：𝐴与 𝐴相抵；

2. 对称性：若 𝐴与 𝐵相抵，则 𝐵与 𝐴相抵；

3. 传递性：若 𝐴与 𝐵相抵，且 𝐵与 𝐶 相抵，则 𝐴与 𝐶 相抵。
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因此，可以将矩阵集 F𝑚×𝑛 划分为若干个相抵等价类，每一个 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛 属于其中唯一的一类，同一类的
矩阵互相相抵，不同类的矩阵不相抵。从每一类中任选一个矩阵作为该类的代表元，则这些代表元构成了矩

阵集 F𝑚×𝑛 的一个划分。以选取最简单的矩阵 𝑆𝑟 =


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 为例，每个矩阵都可以通过初等变换化为某个 𝑆𝑟，

因此选取这些 𝑆𝑟 作为等价类的代表元，称为矩阵的相抵标准形。

定理 2.3 设 𝐴, 𝐵 ∈ F𝑚×𝑛，则 𝐴与 𝐵相抵的充分必要条件是 rank(𝐴) = rank(𝐵)。

秩满足以下性质：

命题 2.4 1. rank(𝐴) + rank(𝐵) = rank


𝐴 𝑂

𝑂 𝐵

 .
2. rank(𝐴𝐵) ≤ min{rank(𝐴), rank(𝐵)}.
3. 若 𝑃为可逆矩阵，则 rank(𝑃𝐴) = rank(𝐴𝑃) = rank(𝐴).

4. rank


𝐴 𝑂

𝑂 𝐵

 ≤ rank


𝐴 𝐶

𝑂 𝐵


5. rank(𝐴 + 𝐵) ≤ rank

[
𝐴 𝐵

]
≤ rank(𝐴) + rank(𝐵)

3 秩不等式

定理 3.1 (Frobenius)
rank(𝐴𝐵) + rank(𝐵𝐶) ≤ rank(𝐴𝐵𝐶) + rank(𝐵)

证明. 
𝐴𝐵𝐶 𝑂

𝑂 𝐵

 →

𝐴𝐵𝐶 𝐴𝐵

𝑂 𝐵

 →

𝑂 𝐴𝐵

−𝐵𝐶 𝐵


⇒ rank(𝐴𝐵) + rank(𝐵𝐶) ≤ rank


𝑂 𝐴𝐵

−𝐵𝐶 𝐵

 = rank(𝐴𝐵𝐶) + rank(𝐵)

特别的，取 𝐵 = 𝐼𝑛，就可以得到：

推论 (Sylvester)
rank(𝐴𝐶) + 𝑛 ≥ rank(𝐴) + rank(𝐶)

例 3.1 ( (2014-2015期中)) 证明: 若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑝 且 𝐴𝐵 = 𝑂,则 rank(𝐴) + rank(𝐵) ≤ 𝑛.

证明. 由 Sylvester不等式，rank(𝐴) + rank(𝐵) ≤ rank(𝐴𝐵) + 𝑛 = 𝑛

例 3.2 ( (2012-2013期中)) 证明：对于任意 𝑛阶方阵 𝐴均有 rank(𝐼𝑛 − 𝐴) + rank(𝐼𝑛 + 𝐴) ≥ 𝑛，等号成立当且仅

当 𝐴2 = 𝐼𝑛
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证明. 首先有 rank(𝐼𝑛 − 𝐴) + rank(𝐼𝑛 + 𝐴) ≥ rank((𝐼𝑛 − 𝐴) + (𝐼𝑛 + 𝐴)) = 𝑛。考虑等号成立条件：

(⇐) 由 Sylvester不等式，rank(𝐼𝑛 − 𝐴) + rank(𝐼𝑛 + 𝐴) ≤ rank((𝐼𝑛 − 𝐴) (𝐼𝑛 + 𝐴)) + 𝑛 = 𝑛。

(⇒)

𝐼𝑛 − 𝐴 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 + 𝐴

 →

𝐼𝑛 − 𝐴 𝐼𝑛 − 𝐴

𝑂 𝐼𝑛 + 𝐴

 →

𝐼𝑛 − 𝐴 2𝐼𝑛

𝐼𝑛 + 𝐴

 →


𝐼𝑛 − 𝐴 2𝐼𝑛
1
2 (𝐼𝑛 − 𝐴2) 𝑂

 →


𝑂 2𝐼𝑛
1
2 (𝐼𝑛 − 𝐴2) 𝑂


此时由 rank


𝐼𝑛 − 𝐴 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 + 𝐴

 = 𝑛即有 𝐼𝑛 − 𝐴2 = 𝑂，即 𝐴2 = 𝐼𝑛。

例 3.3 证明：对于任意 𝑛阶方阵 𝐴均有 rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) ≥ 𝑛，等号成立当且仅当 𝐴2 = 𝐴

证明. 首先有 rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) ≥ rank((𝐼𝑛 − 𝐴) + 𝐴) = 𝑛。考虑等号成立条件：

(⇐) 由 Sylvester不等式，rank(𝐴) + rank(𝐼𝑛 − 𝐴) ≤ rank(𝐴(𝐼𝑛 − 𝐴)) + 𝑛 = 𝑛。

(⇒)

𝐴 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐴

 →

𝐴 𝐼𝑛 − 𝐴

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐴

 →

𝐴 𝐼𝑛

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐴

 →


𝐴 𝐼𝑛

𝐴 − 𝐴2 𝑂

 →


𝑂 𝐼𝑛

𝐴 − 𝐴2 𝑂


此时由 rank


𝑂 𝐼𝑛

𝐴 − 𝐴2 𝑂

 = 𝑛即有 𝐴 − 𝐴2 = 𝑂，即 𝐴2 = 𝐴。

练习 3.4 ( (2013-2014期中)) 证明：对于任意 𝑛阶方阵 𝐴均有 rank(𝐴) + rank(2𝐼𝑛 − 𝐴) ≥ 𝑛，等号成立当且仅

当 𝐴2 = 2𝐴

例 3.5 ( (2019-2020期中)) 若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛 满足 𝐴2 = 𝑂，证明：rank(𝐴) ≤ ⌊ 𝑛2 ⌋ .并对每个 𝑛给出一个 𝑛阶方阵 𝐴

使得 𝐴2 = 𝑂 且 rank(𝐴) = ⌊ 𝑛2 ⌋ .

证明. 不等式是显然的，只给出构造。记 𝐽 =


0 1

0 0

，取 𝐴 = diag(𝐽, · · · , 𝐽) or 𝐴 = diag(𝐽, · · · , 𝐽, 0) 即可。

例 3.6 𝐴是 𝑛阶方阵，∃𝑁 ∈ N∗使得 rank(𝐴𝑁 ) = rank(𝐴𝑁+1)，证明：∀𝑚 > 𝑁, rank(𝐴𝑚) = rank(𝐴𝑁 )

证明. 只证明 rank(𝐴𝑁 ) = rank(𝐴𝑁+1) = rank(𝐴𝑁+2)，剩余递推即可。

一方面，由 Frobenius 不等式，rank(𝐴𝑁 𝐴) + rank(𝐴𝐴𝑁 ) ≤ rank(𝐴𝐴𝑁 𝐴) + rank(𝐴𝑁 ) ⇒ rank(𝐴𝑁 ) ≤
rank(𝐴𝑁+2)

另一方面，rank(𝐴𝑁+2) = rank(𝐴𝑁 𝐴2) ≤ rank(𝐴𝑁 )，因此 rank(𝐴𝑁 ) = rank(𝐴𝑁+2)。

4 初等变换与秩

例 4.1 ( (2011-2012期中)) 若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，则 𝐼𝑛 − 𝐵𝐴, 𝐼𝑚 − 𝐴𝐵,


𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛

 的秩有什么关系？

4



解答


𝐼𝑚 − 𝐴𝐵 𝑂

𝑂 𝐼𝑛

 ←

𝐼𝑚 − 𝐴𝐵 𝑂

𝐵 𝐼𝑛

 ←

𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛

 →

𝐼𝑚 𝑂

𝐵 𝐼𝑛 − 𝐵𝐴

 →

𝐼𝑚 𝑂

𝑂 𝐼𝑛 − 𝐵𝐴


故 𝑛 + rank(𝐼𝑚 − 𝐴𝐵) = 𝑚 + rank(𝐼𝑛 − 𝐵𝐴) = rank


𝐼𝑚 𝐴

𝐵 𝐼𝑛


例 4.2 求下列矩阵的秩：

(1)𝐴 =



1 0 · · · 0 𝑎1

0 1 · · · 0 𝑎2
...

...
...

...

0 0 · · · 1 𝑎𝑚

𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑚 1


(2)𝐵 =



1 − 𝑎1𝑏1 −𝑎1𝑏2 · · · −𝑎1𝑏𝑛
−𝑎2𝑏1 1 − 𝑎2𝑏2 · · · −𝑎2𝑏𝑛

...
...

...

−𝑎𝑛𝑏1 −𝑎𝑛𝑏2 · · · 1 − 𝑎𝑛𝑏𝑛



(3)𝐶 =



𝑎 𝑏 · · · 𝑏

𝑏 𝑎 · · · 𝑏
...

...
...

𝑏 𝑏 · · · 𝑎

𝑛×𝑛
解答 (1)记 𝐴 =


𝐼𝑚 𝛼

𝛽𝑇 1

，则 rank(𝐴) = 𝑚+ rank(1− 𝛽𝑇𝛼)。若 𝛽𝑇𝛼 = 1，则 rank(𝐴) = 𝑚+1，否则 rank(𝐴) = 𝑚。

(2)𝐵 = 𝐼𝑛 −



𝑎1

𝑎2
...

𝑎𝑛


[
𝑏1 𝑏2 · · · 𝑏𝑛

]
= 𝐼𝑛 − 𝛼𝛽𝑇，此时 1 + rank(𝐵) = 𝑛 + rank(1 − 𝛽𝑇𝛼)。

(3)𝐶 = (𝑎 − 𝑏)𝐼𝑛 +



𝑏

𝑏
...

𝑏


[
1 1 · · · 1

]
。若 𝑎 = 𝑏 = 0，则 rank(𝐶) = 0；若 𝑎 = 𝑏 ≠ 0，则 rank(𝐶) = 1。

对 𝑎 ≠ 𝑏, 𝐶 = (𝑎−𝑏)

©­­­­­­­«
𝐼𝑛 −



− 𝑏
𝑎−𝑏

− 𝑏
𝑎−𝑏
...

− 𝑏
𝑎−𝑏


[
1 1 · · · 1

]ª®®®®®®®¬
，若 𝑏 = − 𝑎

𝑛−1，则 rank(𝐶) = 𝑛−1，否则 rank(𝐶) = 𝑛。

例 4.3 ( (2014-2015期中)(满秩分解)) 证明：若 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛，则 rank(𝐴) = 𝑟 等价于存在列满秩矩阵 𝐵 ∈ F𝑚×𝑟 与
行满秩矩阵 𝐶 ∈ F𝑟×𝑛 使得 𝐴 = 𝐵𝐶。

证明. 存在可逆矩阵 𝑃 ∈ F𝑚×𝑚和 𝑄 ∈ F𝑛×𝑛 使得 𝐴 = 𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄 = 𝑃


𝐼𝑟

𝑂


[
𝐼𝑟 𝑂

]
𝑄。

取 𝐵 = 𝑃


𝐼𝑟

𝑂

，𝐶 =
[
𝐼𝑟 𝑂

]
𝑄即可。
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例 4.4 ( (2016-2017期中)) 𝐴是 𝑛阶方阵，rank(𝐴) = 1, 𝑐 = tr(𝐴)，证明：𝐴2 = 𝑐𝐴，并求 det(𝐼 + 𝐴)

解答对 𝐴作满秩分解 𝐴 = 𝛽𝛼𝑇，其中 𝛼, 𝛽是列向量，则 𝐴2 = 𝛽𝛼𝑇 𝛽𝛼𝑇 = 𝛽(𝛼𝑇 𝛽)𝛼𝑇 = 𝑐𝐴。

其中 𝑐 = tr(𝐴) = tr(𝛽𝛼𝑇 ) = tr(𝛼𝑇 𝛽) = 𝛼𝑇 𝛽. det(𝐼 + 𝐴) = det(𝐼 + 𝛽𝛼𝑇 ) = det(1 + 𝛼𝑇 𝛽) = 1 + 𝑐.

例 4.5 ( (2015-2016期中)) 判断：若 𝐴 ∈ R𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑚，则 rank(𝐴𝐵) = rank(𝐵𝐴)

证明. 错误。𝐴 =


−2 4

1 −2

 , 𝐵 =


2 4

−3 −6

 满足 𝐴𝐵 ≠ 𝑂, 𝐵𝐴 = 𝑂。

例 4.6 设 𝐴, 𝐵为 𝑛阶方阵，𝐴2 = 𝐴, 𝐵2 = 𝐵, 𝐼 − 𝐴 − 𝐵可逆，证明 rank(𝐴) = rank(𝐵)

证明. 由 Sylvester不等式，rank(𝐴) = rank(𝐼 − 𝐴 − 𝐵) − 𝑛 + rank(𝐴) ≤ rank(𝐴 − 𝐴2 − 𝐵𝐴) = rank(𝐵𝐴)

而 rank(𝐵𝐴) ≤ rank(𝐵)，得到 rank(𝐴) ≤ rank(𝐵)。同理 rank(𝐵) ≤ rank(𝐴)，故 rank(𝐴) = rank(𝐵)。

如果注意力足够好，则有更简单的做法：

证明. 注意到 (𝐼 − 𝐴 − 𝐵)𝐵 = −𝐴𝐵 = 𝐴(𝐼 − 𝐴 − 𝐵)，由左乘或右乘可逆矩阵不改变秩，有 rank(𝐵) = rank(𝐴)

例 4.7 设 𝐴 ∈ R𝑛×𝑛，证明：𝐴2 = 𝐴时 rank(𝐴) = tr(𝐴)。

证明. 记 𝑟 = rank(𝐴)，则 ∃𝑃,𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (R), 𝑠.𝑡.𝐴 = 𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄，此时 𝐴2 = 𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄 = 𝐴。

消去可逆矩阵，


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 =

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

。对 𝑄𝑃作分块


𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22

，代入前式，得到
𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 =

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂



𝑅11 𝑅12

𝑅21 𝑅22



𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 =

𝑅11 𝑂

𝑂 𝑂

 =

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 ⇒ 𝑅11 = 𝐼𝑟，此时

tr(𝐴) = tr
©­«𝑃


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄ª®¬ = tr
©­«

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

 𝑄𝑃
ª®¬ = tr

©­«

𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂



𝐼𝑟 𝑅12

𝑅21 𝑅22

ª®¬ = tr


𝐼𝑟 𝑅12

𝑂 𝑂

 = 𝑟 = rank(𝐴)。
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