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1 矩阵的相似

与相抵类似，∀𝐴 ∈ C𝑛×𝑛，𝐴的相抵标准形是


𝐼𝑟 𝑂

𝑂 𝑂

，为了给出相似的标准型和最简单的代表元，需要
使用到以下特征值的知识。

定义 1.1 (矩阵的特征值和特征向量) 对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，若 ∃0 ≠ 𝑥 ∈ F𝑛, 𝜆 ∈ F, 𝑠.𝑡. 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，则称 𝜆是 𝐴的特征值，

𝑥是属于特征值 𝜆的对应特征向量。

注 由于矩阵可以看作在特定基下的线性变换，此时 𝐴𝑥是向量 𝑥在线性变换𝒜下的像，此时 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥是指线

性变换𝒜对 𝑥的作用是将 𝑥拉伸 𝜆倍。

定义 1.2 (线性变换的特征值和特征向量) 对 𝒜 ∈ ℒ(𝑉,𝑉)，若 ∃0 ≠ 𝛼 ∈ 𝑉, 𝜆 ∈ F, 𝑠.𝑡. 𝒜𝛼 = 𝜆𝛼，则称 𝜆是 𝒜

的特征值，𝛼是属于特征值 𝜆的对应特征向量。

定理 1.1 (线性变换的特征值与其在一组基下特征值的关系) 设 𝒜 ∈ ℒ(𝑉,𝑉), dim𝑉 = 𝑛,𝒜(𝛼1, · · · , 𝛼𝑛) =

(𝛼1, · · · , 𝛼𝑛)𝐴, 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，则𝒜𝛼 = 𝜆𝛼 ⇔ 𝐴𝑥 = 𝜆𝑥，其中 𝑥为 𝛼在基 {𝛼1, · · · , 𝛼𝑛}下的坐标。

注 该定理给出了一般线性变换与矩阵的特征值与特征向量的关系，从而以下只讨论矩阵的特征值。

算法 1.2 (特征值与特征向量的计算) 对 𝐴 ∈ C𝑛×𝑛，可以通过以下步骤计算其特征值与特征向量：



1. 计算特征多项式 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴) = (𝜆 − 𝜆1)𝑛1 (𝜆 − 𝜆2)𝑛2 · · · (𝜆 − 𝜆𝑠)𝑛𝑠 ,
𝑠∑

𝑖=1
𝜆𝑖 = 𝑛，这是关于 𝜆的一个

𝑛次多项式，从而有 𝑛个根；

2. 令 𝑝𝐴(𝜆) = 0，得到特征值 𝜆1(𝑛1 重)，𝜆2(𝑛2 重)· · · 𝜆𝑠(𝑛𝑠 重)，这些是 𝐴的特征值；

3. 对每一个 𝜆𝑖 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑠)，求出线性方程组 (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0的非零解，即为 𝜆𝑖 的特征向量；

注 1. (𝜆𝑖 𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0的解空间 𝑉𝑖 称为特征值 𝜆𝑖 对应的特征子空间。

2. 𝜆𝑖 作为 𝑝𝐴(𝜆) = 0的根的重数称为 𝜆𝑖 的代数重数；dim𝑉𝑖 := 𝑚𝑖 称为 𝜆𝑖 的几何重数

3. 可以证明 𝑚𝑖 ≤ 𝑛𝑖，即几何重数小于等于代数重数。

命题 1.3 (特征值的性质) 1

若 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥 是对应特征向量， 𝑓 (𝜆) 是多项式，则 𝑓 (𝜆) 是 𝑓 (𝐴) 的特征值，𝑥 是 𝑓 (𝐴) 的对应
特征向量；

若 𝜆是 𝐴的特征值，𝑥是对应特征向量，则 𝜆是 𝐴⊤ 的特征值，但 𝑥不一定是对应特征向量；

若 𝜆是 𝐴的特征值，且 𝐴⊤𝐴 = 𝐼，则 |𝜆 | = 1；

若 𝜆是实矩阵 𝐴的特征值，且 𝐴 = 𝐴⊤，则 𝜆是实数，且存在 𝑃满足 𝑃⊤𝑃 = 𝐼，使得 𝑃−1𝐴𝑃是对角矩阵；

若 𝜆是实矩阵 𝐴的特征值，且 𝐴 = −𝐴⊤，则 𝜆是纯虚数或零。

定理 1.4 特征值和特征向量是相似不变量，即若 𝐴, 𝐵相似，则 𝐴, 𝐵有相同的特征值。

定理 1.5 若 𝜆1, · · · , 𝜆𝑛 是 𝐴的全部特征值，则 tr𝐴 =
𝑛∑
𝑖=1

𝜆𝑖 , det 𝐴 =
𝑛∏
𝑖=1

𝜆𝑖。

现在考虑相似标准形的一种简单情形，即可相似于对角矩阵。一般情形，即相似于 Jordan标准形会在后

面提及。

从定义出发，𝐴可对角化⇔ ∃𝑇 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C),Λ是对角矩阵，使得 𝐴 = 𝑇Λ𝑇−1。设 Λ = diag(𝜆1, · · · , 𝜆𝑛), 𝑇 =

(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)，则相似等价于 𝐴𝑇 = Λ𝑇 = (𝜆1𝑥1, · · · , 𝜆𝑛𝑥𝑛)。故只需要找到一组线性无关的特征向量排成 𝑇 即

可。如此我们也找到了求出相似对角化的过渡矩阵的方法。

引理 1.6 对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝐴属于不同特征值的特征向量线性无关。

定理 1.7 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛 可相似对角化当且仅当 𝐴有 𝑛个线性无关的特征向量。

因此可以得到一些可对角化的条件：

命题 1.8 若 𝑛阶方阵 𝐴有 𝑛个不同的特征值，则 𝐴可对角化；

若方阵 𝐴的所有特征值的代数重数等于几何重数，则 𝐴可对角化；

例 1.1 记 R𝑛 [𝑥] =
{
𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) =

𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 , 𝑎𝑖 ∈ R

}
，定义线性变换 𝒟 : R𝑛 [𝑥] → R𝑛 [𝑥],𝒟 𝑓 (𝑥) = 𝑓 ′ (𝑥)，求一组

基使得𝒟在该基下的矩阵为 𝐽𝑛 (0) =



0 1 0 · · · 0

0 0 1 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 1

0 0 0 · · · 0


。

解答设 { 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1} 是满足题意的基，则 𝒟 𝑓0 = 0,𝒟 𝑓1 = 𝑓0,𝒟 𝑓2 = 𝑓1, . . . ,𝒟 𝑓𝑛−1 = 𝑓𝑛−2，从而其

关系是从前往后的逐项积分关系，且 𝑓0 是常数项非零的常数多项式，取 𝑓0 = 𝑐0，则 𝑓1 = 𝑐0𝑥 + 𝑐1, 𝑓2 =
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𝑐0
2 𝑥2 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2, . . . , 𝑓𝑛−1 = 𝑐0

(𝑛−1)!𝑥
𝑛−1 + 𝑐1

(𝑛−2)!𝑥
𝑛−2 + · · · + 𝑐𝑛−2𝑥 + 𝑐𝑛−1，其中 𝑐0, 𝑐1, . . . , 𝑐𝑛−1 为任意常数，故

{ 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛−1}是满足题意的基。

例 1.2 𝐴 ∈ F𝑚×𝑛, 𝐵 ∈ F𝑛×𝑚，证明：𝐴𝐵与 𝐵𝐴的非零特征值相同。

证明.

𝜆𝑛 det(𝜆𝐼𝑚 − 𝐴𝐵) = det


𝜆𝐼𝑛 𝑂

𝐴 𝜆𝐼𝑚 − 𝐴𝐵

 = det
©­«

𝜆𝐼𝑛 𝐵

𝐴 𝜆𝐼𝑚



𝜆𝐼𝑛 −𝐵
𝑂 𝜆𝐼𝑚

ª®¬
= det

©­«

𝜆𝐼𝑛 −𝐵
𝑂 𝜆𝐼𝑚



𝜆𝐼𝑛 𝐵

𝐴 𝜆𝐼𝑚

ª®¬ = det


𝜆𝐼𝑛 − 𝐵𝐴 𝑂

𝐴 𝜆𝐼𝑚

 = 𝜆𝑚 det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐵𝐴)

故 𝜆𝑛𝑝𝐴𝐵 (𝜆) = 𝜆𝑚𝑝𝐵𝐴(𝜆)，即 𝐴𝐵与 𝐵𝐴的非零特征值相同

例 1.3 𝐴 =


4 2 2

0 4 0

0 −2 2

，求 𝐴𝑛。

解答 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼𝑛 − 𝐴) = (𝜆 − 2) (𝜆 − 4)2，故 𝐴有单重特征值 2和二重特征值 4。

(2𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0有非零解 (1, 0,−1)⊤，(4𝐼 − 𝐴)𝑥 = 0有线性无关非零解 (1, 0, 0)⊤ 和 (0, 1,−1)⊤，

记 𝑇 =


1 1 0

0 0 1

−1 0 −1

 ,Λ =


2 0 0

0 4 0

0 0 4

，有 𝐴 = 𝑇Λ𝑇−1，

故 𝐴𝑛 = 𝑇Λ𝑛𝑇−1 =


1 1 0

0 0 1

−1 0 −1



2𝑛 0 0

0 4𝑛 0

0 0 4𝑛



0 −1 −1
1 1 1

0 1 0

 =

4𝑛 4𝑛 − 2𝑛 4𝑛 − 2𝑛

0 4𝑛 0

0 2𝑛 − 4𝑛 2𝑛

。
例 1.4 设 𝑓 是 R𝑛×𝑛 上的线性函数，且 ∀𝐴, 𝐵 ∈ R𝑛×𝑛, 𝑓 (𝐴𝐵) = 𝑓 (𝐵𝐴)，证明：∃𝜆 ∈ R, 𝑠.𝑡. 𝑓 (𝐴) = 𝜆 tr 𝐴,∀𝐴 ∈
R𝑛×𝑛。

证明. 不妨设 𝑛 ≥ 2，则 ∀ 𝑖 ≠ 𝑗 , 𝑓 (𝐸𝑖 𝑗 ) = 𝑓 (𝐸𝑖𝑖𝐸𝑖 𝑗 ) = 𝑓 (𝑂) = 0, 𝑓 (𝐸𝑖𝑖) = 𝑓 (𝐸𝑖1𝐸1𝑖) = 𝑓 (𝐸1𝑖𝐸𝑖1) = 𝑓 (𝐸11)，故
𝑓 (𝐴) = 𝑓 (𝐸11) tr 𝐴。

例 1.5 判断以下命题是否正确。

1. 若 𝐴𝐵 = 𝑂，则 det(𝑥𝐼 − 𝐴) det(𝑥𝐼 − 𝐵) = 𝑥𝑛 det(𝑥𝐼 − 𝐴 − 𝐵)；
2. 𝐴𝐵的特征值总能写成 𝐴的特征值和 𝐵的特征值的乘积；

3. 若 rank 𝐴 = 1，则 det(𝑥𝐼 − 𝐴) = 𝑥𝑛 − tr 𝐴 · 𝑥𝑛−1。

解答

1. 正确。det(𝑥𝐼 − 𝐴) det(𝑥𝐼 − 𝐵) = det(𝑥2𝐼 − 𝑥(𝐴 + 𝐵) + 𝐴𝐵) = det(𝑥2𝐼 − 𝑥(𝐴 + 𝐵)) = 𝑥𝑛 det(𝑥𝐼 − 𝐴 − 𝐵)；
2. 错误。反例：𝐴 = 𝐸12, 𝐵 = 𝐸21，则 𝐴𝐵 = 𝐸11, 𝐵𝐴 = 𝐸22，𝐴𝐵的特征值为 1, 0，而 𝐴, 𝐵的特征值均为 0；

3. 正确。设 𝐴 = 𝑢𝑣⊤, 𝑢, 𝑣 ∈ F𝑛，则 det(𝑥𝐼 − 𝐴) = det(𝑥𝐼 − 𝑢𝑣⊤) = 𝑥𝑛 det
(
𝐼 − 1

𝑥 𝑢𝑣
⊤) = 𝑥𝑛

(
1 − 1

𝑥 𝑣
⊤𝑢

)
=

𝑥𝑛 − (𝑣⊤𝑢)𝑥𝑛−1 = 𝑥𝑛 − tr 𝐴 · 𝑥𝑛−1。
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2 一些其他结论 *

2.1 Caylay-Hamilton定理

定理 2.1 (Caylay-Hamilton定理) 对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝑝𝐴(𝐴) = 0，其中 𝑝𝐴(𝜆) = det(𝜆𝐼 − 𝐴)。

证明. 设 𝜆𝐼 − 𝐴的伴随方阵是 𝐵，则 𝐵中元素都是次数至多为 𝑛 − 1的多项式，记 𝑏𝑖 𝑗 =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑏 (𝑘 )
𝑖 𝑗 𝜆𝑘，记 𝐵𝑘 =

(𝑏 (𝑘 )
𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，

则 𝐵 =
𝑛−1∑
𝑘=0

𝐵𝑘𝜆
𝑘，故 𝑝𝐴(𝜆)𝐼𝑛 = (𝜆𝐼 − 𝐴)𝐵 = 𝜆𝑛𝐵𝑛−1 + 𝜆𝑛−1 (𝐵𝑛−2 − 𝐴𝐵𝑛−1) + · · · + 𝜆(𝐵0 − 𝐴𝐵1) − 𝐴𝐵0，

设 𝑝𝐴(𝜆) = 𝜆𝑛+
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜆
𝑘，比较系数有 𝐵𝑛−1 = 𝐼𝑛, 𝐵𝑛−2−𝐴𝐵𝑛−1 = 𝑎𝑛−1𝐼𝑛, · · · , 𝐵0−𝐴𝐵1 = 𝑎1𝐼𝑛,−𝐴𝐵0 = 𝑎0𝐼𝑛，

以上等式乘 𝐴𝑛, 𝐴𝑛−1, · · · , 𝐴, 𝐼𝑛 后相加，得到 𝑝𝐴(𝐴) = 𝐴𝑛 +
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝐴
𝑘 = 0。

推论 对 𝐴 ∈ F𝑛×𝑛，𝐴𝑛 可以用 𝐴𝑛−1, · · · , 𝐴2, 𝐴, 𝐼 线性表示，即 𝐼, 𝐴, 𝐴2, · · · 张成空间的维数至多为 𝑛。

推论 Caylay-Hamilton定理也给出了计算逆矩阵的一种方法：若 𝐴可逆，则由 𝑝𝐴(𝐴) = 0可得 𝐴−1 = − 1
𝑎0

(𝐴𝑛−1+
𝑎𝑛−1𝐴𝑛−2 + · · · + 𝑎2𝐴 + 𝑎1𝐼)。

2.2 Gershgorin圆盘定理

矩阵的特征值的估计是一个重要的问题，Gershgorin定理给出了特征值的一个上界。为了方便叙述，我们

先给出以下定义：

定义 2.1 对方阵 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 ∈ F𝑛×𝑛，

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | >
∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖 𝑗 |，则称 𝐴是严格行对角占优方阵；

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | ≥
∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖 𝑗 |，则称 𝐴是行对角占优方阵；

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | >
∑
𝑗≠𝑖

|𝑎 𝑗𝑖 |，则称 𝐴是严格列对角占优方阵；

若 ∀1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛, |𝑎𝑖𝑖 | ≥
∑
𝑗≠𝑖

|𝑎 𝑗𝑖 |，则称 𝐴是列对角占优方阵。

定理 2.2 (Levy-Desplanques) 若 𝐴是行或列严格对角占优矩阵，则 det 𝐴 ≠ 0。

证明. 只证明行严格对角占优矩阵的情形，对列严格对角占优矩阵，考虑其转置。

对 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛，若 det 𝐴 = 0，则 𝐴𝑥 = 0有非零解 𝑥 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛)⊤，设 max{|𝑥1 |, · · · , |𝑥𝑛 |} = |𝑥𝑘 | > 0，

则
𝑛∑
𝑗=1

𝑎𝑘 𝑗𝑥 𝑗 = 0，即 𝑎𝑘𝑘𝑥𝑘 = −
∑
𝑗≠𝑘

𝑎𝑘 𝑗𝑥 𝑗，两边取模，|𝑎𝑘𝑘 | |𝑥𝑘 | = |
∑
𝑗≠𝑘

𝑎𝑘 𝑗𝑥 𝑗 | ≤
∑
𝑗≠𝑘

|𝑎𝑘 𝑗 | |𝑥 𝑗 | ≤ |𝑥𝑘 |
∑
𝑗≠𝑘

|𝑎𝑘 𝑗 |，

⇒ |𝑎𝑘𝑘 | ≤
∑
𝑗≠𝑘

|𝑎𝑘 𝑗 |，与 𝐴行严格对角占优矛盾，故 det 𝐴 ≠ 0。

定理 2.3 Gershgorin圆盘定理 𝑛阶复方阵 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )𝑛×𝑛 的特征值落在复平面上 𝑛个圆盘 |𝑧 − 𝑎𝑖𝑖 | ≤
∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖 𝑗 | 的

并集内，其中 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛。
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证明. 设 𝜆是 𝐴的特征值，则 det(𝜆𝐼 − 𝐴) = 0，故由 Levy-Desplanques定理有 𝜆𝐼 − 𝐴不是行严格对角占优矩

阵。

故 ∃1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，使得 |𝜆 − 𝑎𝑖𝑖 | ≤
∑
𝑗≠𝑖

|𝑎𝑖 𝑗 |，即特征值落在圆盘内。

2.3 同时对角化问题

定理 2.4 𝐴, 𝐵为 𝑛阶方阵，且 𝐴, 𝐵均可对角化，则 ∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C)𝑠.𝑡. 𝑃−1𝐴𝑃, 𝑃−1𝐵𝑃 均为对角矩阵当且仅当

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴。

证明. (⇒)

由于对角矩阵乘法可交换，故 𝑃−1𝐴𝑃𝑃−1𝐵𝑃 = 𝑃−1𝐵𝑃𝑃−1𝐴𝑃，即 𝑃−1𝐴𝐵𝑃 = 𝑃−1𝐵𝐴𝑃。由 𝑃 可逆有

𝐴𝐵 = 𝐵𝐴。

(⇐)

由 𝐴可对角化有 ∃𝑄 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C)𝑠.𝑡. 𝑄−1𝐴𝑄 =



𝜆1𝐼𝑛1

𝜆2𝐼𝑛2
. . .

𝜆𝑠 𝐼𝑛𝑠


，其中 𝜆𝑖 互不相同，

𝑠∑
𝑖=1

𝑛𝑖 = 𝑛。

由 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴有 𝑄−1𝐴𝑄𝑄−1𝐵𝑄 = 𝑄−1𝐵𝑄𝑄−1𝐴𝑄。对 𝑄−1𝐵𝑄分块为



𝐵11 𝐵12 · · · 𝐵1𝑠

𝐵21 𝐵22 · · · 𝐵2𝑠

...
...

...

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 · · · 𝐵𝑠𝑠



𝜆1𝐼𝑛1

𝜆2𝐼𝑛2
. . .

𝜆𝑠 𝐼𝑛𝑠





𝐵11 𝐵12 · · · 𝐵1𝑠

𝐵21 𝐵22 · · · 𝐵2𝑠

...
...

...

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 · · · 𝐵𝑠𝑠


=



𝐵11 𝐵12 · · · 𝐵1𝑠

𝐵21 𝐵22 · · · 𝐵2𝑠

...
...

...

𝐵𝑠1 𝐵𝑠2 · · · 𝐵𝑠𝑠





𝜆1𝐼𝑛1

𝜆2𝐼𝑛2
. . .

𝜆𝑠 𝐼𝑛𝑠


计算得到对 𝑖 ≠ 𝑗 均有 𝐵𝑖 𝑗 = 0，即 𝑄−1𝐵𝑄 =



𝐵11

𝐵22

. . .

𝐵𝑛𝑛


为准对角矩阵。

由 𝐵可对角化有 𝑄−1𝐵𝑄可对角化，故 𝐵𝑖𝑖 可对角化，即 ∃𝑁𝑖 可逆 𝑠.𝑡.𝑁−1
𝑖 𝐵𝑖𝑖𝑁𝑖 = Σ𝑖 为对角矩阵。

𝑁−1
1

𝑁−1
2

. . .

𝑁−1
𝑠


𝑄−1𝐴𝑄



𝑁1

𝑁2

. . .

𝑁𝑠


=



𝜆1𝑁
−1
1 𝑁1

𝜆2𝑁
−1
2 𝑁2

. . .

𝜆𝑠𝑁
−1
𝑠 𝑁𝑠


是对角矩

阵,
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而



𝑁−1
1

𝑁−1
2

. . .

𝑁−1
𝑠


𝑄−1𝐵𝑄



𝑁1

𝑁2

. . .

𝑁𝑠


=



Σ1

Σ2

. . .

Σ𝑠


也是对角矩阵。

记 𝑁 =



𝑁1

𝑁2

. . .

𝑁𝑠


，取 𝑃 = 𝑄𝑁 即为所求。

例 2.1 ((2020∼2021期末)) 对 𝐴, 𝐵为 𝑛阶实对称方阵，且 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴，证明：∃𝑃 ∈ 𝐺𝐿𝑛 (C)𝑠.𝑡. 𝑃−1𝐴𝑃, 𝑃−1𝐵𝑃

均为对角矩阵。

解答这是定理的直接推论。注意到实对称矩阵均可对角化即可。
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