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1 相合、惯性与符号

例 1.1 判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。

1. 相合的两个实对称矩阵具有相同的特征多项式；

2. 相似的两个实对称矩阵一定相合；

3. 若两个实对称矩阵的秩与行列式分别相等，则它们相合；

4. 实对称矩阵 𝐴与 −𝐴相合，当且仅当 𝐴的正、负惯性指数相等。

解答

1. 错误。取 𝐴 = [1], 𝐵 = [4]，则

𝐴 =

[
1

2

]⊤
𝐵

[
1

2

]
,

故 𝐴, 𝐵相合，但它们的特征多项式分别为 𝜆 − 1与 𝜆 − 4。

2. 正确。相似矩阵具有相同的特征值及其重数。由实对称矩阵的正交对角化，适当排列对角元后，存在正

交矩阵𝑈,𝑉 以及实对角矩阵 𝐷，使得

𝐴 = 𝑈𝐷𝑈⊤, 𝐵 = 𝑉𝐷𝑉⊤.



令 𝑃 = 𝑉𝑈⊤，则 𝑃可逆，且

𝑃⊤𝐵𝑃 = 𝑈𝑉⊤ (𝑉𝐷𝑉⊤)𝑉𝑈⊤ = 𝑈𝐷𝑈⊤ = 𝐴,

所以 𝐴, 𝐵相合。

3. 错误。取

𝐴 = 𝐼3, 𝐵 = diag

(
2,−1,−1

2

)
.

二者的秩均为 3，行列式均为 1，但 𝐴的正、负惯性指数为 (3, 0)，𝐵的正、负惯性指数为 (1, 2)，故由
惯性定律知二者不相合。

4. 正确。设 𝐴的正、负惯性指数分别为 𝑝, 𝑞。若 𝐴与 −𝐴相合，则二者的惯性指数相同；而 −𝐴的正、负
惯性指数分别为 𝑞, 𝑝，故 𝑝 = 𝑞。

反之，若 𝑝 = 𝑞，则 𝐴与 −𝐴的相合规范形分别可以写成

diag(𝐼𝑝 ,−𝐼𝑝 , 𝑂), diag(−𝐼𝑝 , 𝐼𝑝 , 𝑂).

交换前两组坐标即可将一个规范形变为另一个，故 𝐴与 −𝐴相合。

例 1.2 设 𝐴为 𝑛阶实对称矩阵，𝑄(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥。判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出

反例。

1. 若 𝐴奇异，则存在非零向量 𝑥使得 𝑄(𝑥) = 0；

2. 若存在非零向量 𝑥使得 𝑄(𝑥) = 0，则 𝐴奇异；

3. 若 𝑄(𝑥) = 0只有零解，则 𝑄或为正定二次型，或为负定二次型；

4. 若 tr 𝐴 > 0，则 𝐴的正惯性指数大于负惯性指数。

解答

1. 正确。若 𝐴奇异，则齐次方程组 𝐴𝑥 = 0有非零解。对这样的非零向量 𝑥，有 𝑄(𝑥) = 𝑥⊤𝐴𝑥 = 0。

2. 错误。取

𝐴 = diag(1,−1), 𝑥 = (1, 1)⊤.

则 det 𝐴 = −1 ≠ 0，但 𝑥 ≠ 0且 𝑄(𝑥) = 1 − 1 = 0。

3. 正确。设 𝑄的相合规范形为

𝑦21 + · · · + 𝑦2𝑝 − 𝑦2𝑝+1 − · · · − 𝑦2𝑝+𝑞 .

若 𝑝 + 𝑞 < 𝑛，则取零系数对应的单位向量便得到非零零点；若 𝑝, 𝑞均非零，则取 𝑦1 = 𝑦𝑝+1 = 1、其余分

量为零，也得到非零零点。由题设，这两种情形均不可能，故只能有 𝑝 = 𝑛, 𝑞 = 0或 𝑝 = 0, 𝑞 = 𝑛，即 𝑄

正定或负定。

4. 错误。取

𝐴 = diag(100,−1,−1).

此时 tr 𝐴 = 98 > 0，但 𝐴的正惯性指数为 1，负惯性指数为 2。

2 正定性与矩阵方法

例 2.1 设 𝐴 = (𝑎𝑖 𝑗 )为 𝑛阶实对称矩阵。判断以下命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。
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1. 若 𝑎𝑖𝑖 > 0 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)，则 𝐴正定；

2. 若 𝐴的各阶顺序主子式均非负，则 𝐴半正定；

3. 若 𝐴半正定且 𝑥⊤𝐴𝑥 = 0，则 𝐴𝑥 = 0；

4. 若 𝐴半正定且 𝑎𝑖𝑖 = 0，则 𝐴的第 𝑖行与第 𝑖列均为零。

解答

1. 错误。取

𝐴 =


1 2

2 1

 .
它的对角元均为正，但 (1,−1)𝐴(1,−1)⊤ = −2 < 0，故 𝐴不正定。

2. 错误。取

𝐴 = diag(0,−1,−1).

它的三个顺序主子式均为 0，但 𝑒⊤2 𝐴𝑒2 = −1 < 0，故 𝐴不半正定。半正定判别要求所有主子式非负，而

不能只检查顺序主子式。

3. 正确。将 𝐴正交对角化为

𝐴 = 𝑈 diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)𝑈⊤, 𝜆𝑖 ≥ 0.

令 𝑦 = 𝑈⊤𝑥，则

0 = 𝑥⊤𝐴𝑥 =
𝑛∑
𝑖=1

𝜆𝑖𝑦
2
𝑖 .

各项均非负，故 𝜆𝑖𝑦𝑖 = 0 (𝑖 = 1, . . . , 𝑛)，从而

𝐴𝑥 = 𝑈 diag(𝜆1, . . . , 𝜆𝑛)𝑦 = 0.

4. 正确。对任意 𝑗 ≠ 𝑖，由 𝐴半正定知其第 𝑖, 𝑗 行列构成的二阶主子矩阵半正定，故

det


𝑎𝑖𝑖 𝑎𝑖 𝑗

𝑎 𝑗𝑖 𝑎 𝑗 𝑗

 = 𝑎𝑖𝑖𝑎 𝑗 𝑗 − 𝑎2𝑖 𝑗 = −𝑎2𝑖 𝑗 ≥ 0.

因此 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑖 = 0。由 𝑗 的任意性，𝐴的第 𝑖行与第 𝑖列均为零。

例 2.2 以下矩阵均为实对称矩阵。判断下列命题是否正确。若正确，请证明；若不正确，请给出反例。

1. 若 𝐴2 正定，则 𝐴正定；

2. 若 𝐴2𝑘+1 正定，其中 𝑘 为非负整数，则 𝐴正定；

3. 若 𝐴, 𝐵均半正定，则 𝐴 + 𝐵正定当且仅当 ker 𝐴 ∩ ker 𝐵 = {0}；
4. 设

𝑀 =


𝐵 𝐶

𝐶⊤ 𝐷

 , 𝐵 ≻ 0.

则 𝑀 ≻ 0当且仅当 𝐷 − 𝐶⊤𝐵−1𝐶 ≻ 0。

解答

1. 错误。取 𝐴 = −𝐼𝑛，则 𝐴2 = 𝐼𝑛 正定，但 𝐴负定。
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2. 正确。设 𝐴的特征值为 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛，则 𝐴2𝑘+1 的特征值为

𝜆2𝑘+11 , . . . , 𝜆2𝑘+1𝑛 .

由 𝐴2𝑘+1 正定知 𝜆2𝑘+1𝑖 > 0，而奇次幂保持实数的符号，故 𝜆𝑖 > 0。因此 𝐴正定。

3. 正确。若 𝐴 + 𝐵正定，则对任意 𝑥 ∈ ker 𝐴 ∩ ker 𝐵，有

𝑥⊤ (𝐴 + 𝐵)𝑥 = 0,

从而只能有 𝑥 = 0。

反之，设 ker 𝐴 ∩ ker 𝐵 = {0}。若 𝑥⊤ (𝐴 + 𝐵)𝑥 = 0，则

𝑥⊤𝐴𝑥 + 𝑥⊤𝐵𝑥 = 0.

两项均非负，故它们均为零。由于 𝐴, 𝐵半正定，

𝑥⊤𝐴𝑥 = ∥𝐴1/2𝑥∥2 = 0, 𝑥⊤𝐵𝑥 = ∥𝐵1/2𝑥∥2 = 0,

从而 𝐴𝑥 = 𝐵𝑥 = 0。于是 𝑥 ∈ ker 𝐴 ∩ ker 𝐵 = {0}，所以 𝐴 + 𝐵正定。

4. 正确。令

𝑃 =


𝐼 −𝐵−1𝐶

𝑂 𝐼

 .
则 𝑃可逆，并且直接计算得

𝑃⊤𝑀𝑃 =


𝐵 𝑂

𝑂 𝐷 − 𝐶⊤𝐵−1𝐶

 .
正定性在可逆相合变换下保持不变。由于 𝐵 ≻ 0，右端分块对角矩阵正定当且仅当 𝐷 −𝐶⊤𝐵−1𝐶 ≻ 0，故

结论成立。

3 标准形与约束极值

例 3.1 设实二次型
𝑄𝑎 (𝑥) = 𝑥21 + 2𝑥22 + 2𝑥23 + 2𝑥1𝑥2 − 2𝑥1𝑥3 + 2𝑎𝑥2𝑥3.

1. 用可逆线性变换将 𝑄𝑎 化为对角形；

2. 求 𝑄𝑎 的正、负惯性指数及秩；

3. 求 𝑄𝑎 正定、半正定或不定时参数 𝑎的取值范围。

解答配方得

𝑄𝑎 (𝑥) = (𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3)2 + 𝑥22 + 𝑥23 + 2(𝑎 + 1)𝑥2𝑥3.

令

𝑦1 = 𝑥1 + 𝑥2 − 𝑥3, 𝑦2 = 𝑥2 + 𝑥3, 𝑦3 = 𝑥2 − 𝑥3.

该变换可逆，其逆变换为

𝑥1 = 𝑦1 − 𝑦3, 𝑥2 =
𝑦2 + 𝑦3

2
, 𝑥3 =

𝑦2 − 𝑦3
2

.
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因此

𝑄𝑎 = 𝑦21 +
𝑎 + 2

2
𝑦22 −

𝑎

2
𝑦23.

由三个平方项系数的符号可得：

𝑎的范围 正惯性指数 负惯性指数 rank𝑄𝑎 𝑄𝑎 的类型

𝑎 < −2 2 1 3 不定

𝑎 = −2 2 0 2 半正定

−2 < 𝑎 < 0 3 0 3 正定

𝑎 = 0 2 0 2 半正定

𝑎 > 0 2 1 3 不定

例 3.2 设
𝑄(𝑥) = 3(𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23) + 2𝑥1𝑥2 + 2𝑥1𝑥3 + 2𝑥2𝑥3.

1. 求一个正交变换 𝑥 = 𝑃𝑦，将 𝑄化为标准形；

2. 在约束 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = 1下，求 𝑄(𝑥)的最大值与最小值，并求取到等号的全部向量。

解答 𝑄对应的实对称矩阵为

𝐴 =


3 1 1

1 3 1

1 1 3

 = 2𝐼3 + 11⊤, 1 = (1, 1, 1)⊤.

向量 1是属于特征值 5的特征向量，而平面

1⊥ = {𝑥 ∈ R3 | 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0}

是特征值 2的特征子空间。取标准正交特征向量

𝑢1 =
1
√
3
(1, 1, 1)⊤, 𝑢2 =

1
√
2
(1,−1, 0)⊤, 𝑢3 =

1
√
6
(1, 1,−2)⊤.

令 𝑃 = (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3)，则 𝑃为正交矩阵，且

𝑃⊤𝐴𝑃 = diag(5, 2, 2).

因而在正交变换 𝑥 = 𝑃𝑦下，

𝑄(𝑥) = 5𝑦21 + 2𝑦22 + 2𝑦23.

约束条件化为 𝑦21 + 𝑦22 + 𝑦23 = 1，所以

2 ≤ 𝑄(𝑥) ≤ 5.

最大值为 5，当且仅当

𝑥 = ± 1
√
3
(1, 1, 1)⊤.

最小值为 2，当且仅当

𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥3 = 0, 𝑥21 + 𝑥22 + 𝑥23 = 1.

例 3.3 对 𝑛 ≥ 2，设

𝑄(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) =
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
(𝑥𝑖 − 𝑥 𝑗 )2.
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1. 求 𝑄对应的矩阵、秩和惯性指数；

2. 用正交变换将 𝑄化为标准形，并求方程 𝑄(𝑥) = 0的全部解；

3. 在
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2𝑖 = 1下求 𝑄的最大值与最小值。

解答展开并整理得

𝑄(𝑥) = (𝑛 − 1)
𝑛∑
𝑖=1

𝑥2𝑖 − 2
∑

1≤𝑖< 𝑗≤𝑛
𝑥𝑖𝑥 𝑗

= 𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑥2𝑖 −
(

𝑛∑
𝑖=1

𝑥𝑖

)2
.

令 1 = (1, . . . , 1)⊤，则
𝑄(𝑥) = 𝑥⊤ (𝑛𝐼𝑛 − 11⊤)𝑥.

记 𝐴 = 𝑛𝐼𝑛 − 11⊤。由于

𝐴1 = 0, 𝐴𝑥 = 𝑛𝑥 (𝑥 ⊥ 1),

故 𝐴的特征值为 0（一次）和 𝑛（𝑛 − 1次）。因此

rank 𝐴 = 𝑛 − 1,

𝑄的正、负惯性指数分别为 𝑛 − 1, 0，零指数为 1。

取 𝑢𝑛 =
1
√
𝑛
1，再将其扩充为 R𝑛 的一组标准正交基

𝑢1, . . . , 𝑢𝑛−1, 𝑢𝑛,

令 𝑃 = (𝑢1, . . . , 𝑢𝑛)。在正交变换 𝑥 = 𝑃𝑦下，

𝑄(𝑥) = 𝑛(𝑦21 + · · · + 𝑦2𝑛−1).

从而

𝑄(𝑥) = 0 ⇐⇒ 𝑥 = 𝑡1, 𝑡 ∈ R.

当 ∥𝑥∥ = 1时，

𝑄(𝑥) = 𝑛 − (𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛)2.

由 Cauchy不等式，

0 ≤ (𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛)2 ≤ 𝑛.

故 𝑄的最小值为 0，在

𝑥 = ± 1
√
𝑛
1

时取得；最大值为 𝑛，在所有满足

𝑥1 + · · · + 𝑥𝑛 = 0, ∥𝑥∥ = 1

的向量处取得。
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4 正定矩阵的综合应用

例 4.1 设 𝐴为 𝑛阶实对称正定矩阵，0 ≠ 𝑢 ∈ R𝑛，𝑡 ∈ R，记

𝐴𝑡 = 𝐴 − 𝑡𝑢𝑢⊤, 𝑠 = 𝑢⊤𝐴−1𝑢.

1. 求 det 𝐴𝑡；

2. 根据 𝑡 的取值确定 𝐴𝑡 的惯性指数，并给出 𝐴𝑡 正定或半正定的充分必要条件。

证明. 由于 𝐴 ≻ 0，存在正定平方根 𝐴1/2。令

𝑣 = 𝐴−1/2𝑢,

则 𝑣⊤𝑣 = 𝑠 > 0，且

𝐴𝑡 = 𝐴1/2 (𝐼𝑛 − 𝑡𝑣𝑣⊤)𝐴1/2.

因而 𝐴𝑡 与 𝐼𝑛 − 𝑡𝑣𝑣⊤ 相合。

对任意 𝑥 ⊥ 𝑣，有

(𝐼𝑛 − 𝑡𝑣𝑣⊤)𝑥 = 𝑥;

而

(𝐼𝑛 − 𝑡𝑣𝑣⊤)𝑣 = (1 − 𝑡𝑠)𝑣.

所以 𝐼𝑛 − 𝑡𝑣𝑣⊤ 的特征值为 1（𝑛 − 1次）和 1 − 𝑡𝑠（一次）。于是

det 𝐴𝑡 = det 𝐴 · det(𝐼𝑛 − 𝑡𝑣𝑣⊤) = det 𝐴(1 − 𝑡𝑠).

再由惯性定律可得：

𝑡 的范围 正惯性指数 负惯性指数 零指数

𝑡 <
1

𝑠
𝑛 0 0

𝑡 =
1

𝑠
𝑛 − 1 0 1

𝑡 >
1

𝑠
𝑛 − 1 1 0

因此

𝐴𝑡 ≻ 0 ⇐⇒ 𝑡 <
1

𝑢⊤𝐴−1𝑢
,

且 𝐴𝑡 半正定但不正定当且仅当

𝑡 =
1

𝑢⊤𝐴−1𝑢
.

例 4.2 设 𝐴为 𝑛阶实对称正定矩阵，𝑥, 𝑦 ∈ R𝑛。

1. 证明加权 Cauchy不等式

(𝑥⊤𝑦)2 ≤ (𝑥⊤𝐴𝑥)(𝑦⊤𝐴−1𝑦),

并讨论等号成立条件；

2. 对给定的非零向量 𝑏，求 𝑏⊤𝑥在约束 𝑥⊤𝐴𝑥 = 1下的最大值、最小值及取到等号的向量。

7



证明. 令
𝑝 = 𝐴1/2𝑥, 𝑞 = 𝐴−1/2𝑦.

则

𝑝⊤𝑞 = 𝑥⊤𝑦, 𝑝⊤𝑝 = 𝑥⊤𝐴𝑥, 𝑞⊤𝑞 = 𝑦⊤𝐴−1𝑦.

对 𝑝, 𝑞使用通常的 Cauchy不等式即得

(𝑥⊤𝑦)2 ≤ (𝑥⊤𝐴𝑥)(𝑦⊤𝐴−1𝑦).

当 𝑥, 𝑦均非零时，等号成立当且仅当 𝑝, 𝑞线性相关，即

𝑥与𝐴−1𝑦线性相关,

等价地，𝑦与 𝐴𝑥线性相关。

在不等式中取 𝑦 = 𝑏，并利用 𝑥⊤𝐴𝑥 = 1，得

∥𝑏⊤𝑥∥ ≤
√
𝑏⊤𝐴−1𝑏.

因此最大值与最小值分别为
√
𝑏⊤𝐴−1𝑏, −

√
𝑏⊤𝐴−1𝑏.

它们分别在

𝑥 =
𝐴−1𝑏

√
𝑏⊤𝐴−1𝑏

, 𝑥 = − 𝐴−1𝑏
√
𝑏⊤𝐴−1𝑏

处取得。

例 4.3 设 𝐴, 𝐵均为 𝑛阶实对称正定矩阵。

1. 证明 𝐴𝐵可在实数域上对角化，且其全部特征值均为正数；

2. 证明广义特征值问题

𝐵𝑥 = 𝜆𝐴𝑥

有 𝑛个正的特征值（计重数），且存在一组对应的特征向量 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 满足

𝑥⊤𝑖 𝐴𝑥 𝑗 = 𝛿𝑖 𝑗 .

证明. 有
𝐴−1/2 (𝐴𝐵)𝐴1/2 = 𝐴1/2𝐵𝐴1/2.

右端是实对称正定矩阵，故可以正交对角化，且全部特征值均为正数。因此 𝐴𝐵与一个实对称正定矩阵相似，

从而 𝐴𝐵可在实数域上对角化，且全部特征值均为正数。

再令

𝐶 = 𝐴−1/2𝐵𝐴−1/2.

𝐶 是实对称正定矩阵，故存在一组标准正交特征向量 𝑧1, . . . , 𝑧𝑛 及正特征值 𝜆1, . . . , 𝜆𝑛，使得

𝐶𝑧𝑖 = 𝜆𝑖𝑧𝑖 .

令 𝑥𝑖 = 𝐴−1/2𝑧𝑖，则

𝐵𝑥𝑖 = 𝐵𝐴−1/2𝑧𝑖 = 𝐴1/2𝐶𝑧𝑖 = 𝜆𝑖𝐴
1/2𝑧𝑖 = 𝜆𝑖𝐴𝑥𝑖 .
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并且

𝑥⊤𝑖 𝐴𝑥 𝑗 = 𝑧⊤𝑖 𝐴
−1/2𝐴𝐴−1/2𝑧 𝑗 = 𝑧⊤𝑖 𝑧 𝑗 = 𝛿𝑖 𝑗 .

故结论成立。
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